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Mily ¢tenari!

Kvantova chemie dava ndvod na vypocet vlastnosti molekul a materiali pouze s pomoci
zékladnich fyzikalnich konstant. NadSeni nad krasou chemie ukryté v jediném vzorci ne-
bylo vzdy sdileno. V roce 1830 Auguste Comte napsal:

»KazZdy pokus o zavedeni matematickych metod ke studiu chemickych problémi musi
byt povaZovdn za hluboce iraciondlni a odporujici duchu chemie. JestliZe by matematika
méla hrdt nekdy vyznamnou dlohu v chemit — dchylka nastésti mdlo pravdépodobnd — vedlo
by to k rychlé degeneraci této vedy.“

Ale jiz o sto let pozdéji (1929) pise zakladatel relativistické kvantové mechaniky Paul
Dirac:

Fyzikdlnd zdkony, které jsou nezbytné pro matematickou teorii velké cdsti fyziky a
veskerou chemii, jsou zcela zndmy. Jedind potiZ thvi v tom, Ze presné pouziti téchto zdkoni
vede k prilis sloZitym rovnicim, nez aby se daly Tesit.*

Pfesné to je hlavni mise kvantové chemie. Zakony chemie v principu zname, ale s kon-
krétnimi aplikacemi se trapime (a radujeme) pres 80 let. Vé&fime, Ze alespon ¢ast poslu-
chac¢tl se na nékdy trnitou cestu kvantové chemie vyda s ndmi. Jsme si navic skoro jisti,
7e totéz by dnes ucinil i Auguste Comte, pokud by se znovu narodil.

Jak tento text vznikal?

Predkladany text je komunitnim dilem, které vzniklo na zakladé prednasek z kvantové
chemie na VSCHT Praha. Na jeho tvorbé se od roku 2014 podilelo vétsi mnozstvi au-
tortd, at jiz studenti a spolupracovnikia Laboratofe teoretické fotodynamiky ¢i studenti
predmétu. Skripta pritom nejsou uzaviena dal$im tpravam od nové generace studenti
— je dlouholetou zkuSenosti, Ze jediné u¢enim nékoho jiného se dé néco nového naudit.
Vyznamny ¢esky chemik Otto Wichterle sice kdysi poznamenal, Ze zadny kolektiv jesté
nevytvoril operu. Kdyby ale vidél tfeba dnesni Wikipedii, moZna by vytvoril tym i na tu
operu.

Co potiebuji znat, nez se pustim do studia?

Predpokladédme znalosti matematické analyzy v rdmci tvodnich kurzi na VSCHT Praha.
U studentii predpokladédme alespon rudimentarni znalost kvantové mechaniky v rozsahu
zékladnich prednéasek z Anorganické chemie I a II, piipadné Fyziky II a Teoretické chemie,
zéklady kvantové teorie jsou ale stru¢né shrnuty.

Co ve skriptech chybi a co piebyva?

Text je pouze tvodem. Nejsou pokryty formalnéjsi partie kvantové chemie, pokrocilejsi
techniky zalozené kupiikladu na formalismu druhého kvantovani a nepiilis dukladné se
zabyvame detaily kvantové chemickych algoritmi. Rada oblasti pouze nastinénych v na-
Sem kurzu je v8ak dale probirana v navazujicich prednéaskach z molekulového modelovani,
vypocetni chemie ¢i molekulové spektroskopie. Text naopak obsahuje paséize, které nejsou
prednéseny — napiiklad kapitoly o molekulové symetrii ¢ pevnych latkach. Pridavame je
pro tplnost pro zajemce.



,Dokonalost spoc¢ivA v malickostech, ale dokonalost neni malickost*

Citatem Michelangela Buonarrotiho uvedl jeden z recenzentii, prof. Jifi Kolafa, impo-
zantni sbirku nejriznéjsich chyb nalezenych v naSem textu. Dalsi fadu chyb nalezl dr. On-
diej Demel. Ob&ma recenzentim jsme zavazani, textu velmi pomohli. Dékujeme i studen-
tim pfedmétu Kvantova chemie za pozorné a kritické ¢teni. Ctenar presto objevi fadu
dalsich pteklepu, gramatickych pochybeni, typografickych nesvart ¢ docela normalnich
nesmysli. Budeme za upozornéni na chyby vdééni a v elektronické verzi je budeme prii-
bézné upravovat.

Kde najdu errata a aktualni verzi skript?

Na strankach http://photox.vscht.cz/education.php naleznete aktualni verzi tohoto
textu, v barvé i ¢ernobile. Text bude k dispozici také na oficidlnich strankach predmétu
https://ufch.vscht.cz/studium/mgr/kvantova_chemie.

Za autory

Eva Muchova a Petr Slavicek
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1 Prehistorie kvantové chemie

N4&s kurz za¢neme stru¢nym shrnutim zékladnich kvantové mechanickych predstav. Kde
se kvantova mechanika vzala? Jak viitbec nékoho napadlo vymygslet nové pohybové rovnice
mikrosvéta?

Kvantovd mechanika se diive také nazyvala mechanikou vlnovou. Oba tyto nazvy
reflektuji jisté prekvapivé rysy této nové mechaniky, které se zdaji byt v rozporu s kaz-
dodenni zkusenosti. Pf¥idavné jméno ,kvantova“ odkazuje na nespojitost energetickych
hladin, pojem ,vlnovy* pak na podvojny charakter ¢astic, které se za jistych okolnosti
mohou chovat jako viny. Tyto dva rysy kvantové mechaniky jsou hluboce provazany.

1.1 Castice a vlny

Pojdme si na zacatek zopakovat, jaky je rozdil mezi ¢asticemi a vinami. Oba tyto pojmy
odkazuji na néjakou formu pohybu. Castice predstavuji objekty s definovanou hmotnosti,
polohou a hybnosti. Polohou a hybnosti je uréen stav ¢astice. Jestlize pro danou ¢astici
zname jeji polohu a hybnost v uréitém case, pak s pomoci pohybovych rovnic (napiiklad
rovnic Newtonovych) miZeme urcit polohu a hybnost ¢astice v libovolném ¢ase budoucim
— budeme tedy znat trajektorii. Uvazujme nejjednodussi piipad v jedné dimenzi. Castice
se na pocatku, tg, nachézi v bodé xg. Pro ¢astici pohybujici se podél osy x v potencidlu
V(z) muZeme zapsat pohybovou rovnici jako

d?x dVv
m— = —— 1.1
dt? dx (1.1)
pricemz FeSenim bude poloha ¢astice v ¢ase t, z(t; zg, po).
Newtonova rovnice méa povahu zakladniho zédkona, ve kterém jsou dalsi mechanické
zékony obsazeny. Takto muzeme napiiklad ziskat zékon zachovani energie. Definujme si
funkci H, tzv. Hamiltonovu funkci

P2
H=-—+V 1.2
o (1.2)
Tato funkce je funkei Casu, nebot ¢astice se pohybuje a méni se tak jeji rychlost (a
tedy i hybnost a kinetickd energie), stejné jako jeji poloha (a tedy energie potencialni).
Snadno nyni dokédZeme, ze H se s Casem neméni. Bude nas zajimat vyraz %. S uvazenim,
ze

v dvde
v _ dVdz 1.
dt ~ dz dt (1.3)
a
d(p?) dp 5 dv odr d?x
9,2 g2,V o pdrdir 1.4
a " g TN T g e (1.4)
vidime, Ze
dH dx d?z 4V
FTT (mdt2 + dx) (15)
dH

Vyraz v zévorce je oviem dle Newtonova zakona (rovnice (1.1)) roven nule a tedy i -
je rovno nule. Energie se tudiz v klasické mechanice zachovéva. Dluzno podotknout, Ze
pokud umistime ¢astici napiiklad do ¢asové proménného pole, Hamiltonova funkce se
bude ménit s ¢asem explicitné a energie se pak jiz zachovavat nebude.

9



Newtonova mechanika popisujici ¢astice (pfipadné néktera z ekvivalentnich formulaci
jako jsou formulace Lagrangeova ¢i Hamiltonova) byla historicky mimofadné GspéSné.
Za v8echny tuspéchy miZzeme jmenovat napiiklad spravnou piedpovéd existence planety
Neptun.

V klasické fyzice vidime rozdil mezi vlnou a ¢astici v tom, ze pri pohybu ¢astic se
prostorem pienasi hmota, pfi vinéni se naproti tomu prostorem pienasi energie. VIna neni
na rozdil od ¢astic plné lokalizovatelna. Hlavni rozdil mezi vinou a ¢éstici je ale schopnost
vin se skladat, jev, ktery oznacCujeme jako interferenci. Pii interferenci je amplituda
slozené vlny rovna sou¢tu amplitud jednotlivych vin. Pokud maji v daném bodé jednotlivé
amplitudy stejné znaménko, pak mluvime o konstruktivni interferenci. Tam, kde maji
amplitudy jednotlivych vin opa¢na znaménka, dochazi k destruktivni interferenci. Takovy
interferenéni obrazec je mozné pozorovat napiiklad pfi prichodu svétla dvojstérbinou (viz
obrazek 1.1). Vilny prochazejici stérbinami interferuji a na stinitku tak vznika interferenéni
obrazec.

dvojstérbina interferencni obrazec

Obrazek 1.1: Interference vinéni na dvojstérbiné. Do kazZdého bodu na stinitku dopadd
svétlo vychdzejict z obou Stérbin, dochdzi k interferenci a na stinitku vznikaji svétlé a
tmavé prouzky, interferencni obrazec (obrdzky vlevo). Vpravo je model interference ze
3D tiskdrny, ktery vytiskl Jiri Suchan

Bude uzitecné si na zacatek zopakovat nékteré veliciny, které charakterizuji vinéni (viz
obréazek 1.2). Pohyb viny (zde v jedné dimenzi) je urcen velikosti ngjaké veli¢iny (napiiklad
vysky vodni hladiny & intenzity elektrického pole) ménici se v prostoru a v ¢ase, oznaéme
si tuto veli¢inu A(z,t).

vlnova délka A

Ay(x,1)

Obrazek 1.2: Schematické zndzornéeni viny

V nejjednodussim piipadé se bude vlna $ifit harmonicky ve sméru osy x

A(z,1) = Agsin [27‘[ <i - ;)] (1.6)

10



kde A je vlnova délka, udavajici vzdalenost mezi dvéma nejbliz§imi maximy vlny pro
urc¢ity ¢as a T je perioda, udavajici ¢asovy interval mezi dosazenim maxima dvou po sobé
jdoucich vIn pro ur¢ité misto. Reciprokou hodnotu periody 1" oznac¢ujeme jako frekvenci
V= % Mezi vlnovou délkou a frekvenci plati vztah
c
A=— (1.7)

v
K popisu viny se také pouziva veli¢ina vlnoéet v = v/c. Ten nam udava, kolik vlnovych
délek se vméstna na 1 m. Casto se misto vlnové délky a frekvence setkavame se zépisem
pomoci vinového ¢isla k£ a ihlové frekvence w

27
k=— 1.8
- (18)
w=2my (1.9)
Postupné vinéni ve sméru osy = pak muzeme zapsat pomoci téchto veli¢in
A(z,t) = Apsin(kx — wt) (1.10)

Jak jsme jiz zminili vySe, k zédkladnim rystim vinéni patii jeho skladéani. Slozme ted dvé
vlny o stejné frekvenci, které se pohybuji proti sobé
Az, t) = Aglsin(kz — wt) + sin(kz + wt)] (1.11)

S takovouto situaci se setkivame ti¥eba pfi rozvlnéni struny na kytafe. S vyuZitim vzorcu
pro sinus sou¢tu thla

sin(a £+ ) = sinacos B + cos asin (1.12)
ziskdme tpravou
A(x,t) = 2Ap sin(kz) cos(wt) = A'(z) cos(wt) (1.13)

Vidime tak, ze v tomto piripadé bude tvar viny stale stejny a cela vlna bude pouze perio-
dicky rist a klesat. Mluvime o stojatém vilnéni. Uvidime dale, Ze tento typ vInéni je pro
chemii velmi dulezity.

Ukazuje se, ze kazdé vInéni je moZné popsat vlnovou rovnici (zde opét pro jedno-
rozmérny problém)

DAz, t) 1 9*A(z,t)
ox2 2 o2

7 matematického hlediska jde o parcialni diferenciélni rovnici druhého fadu. Tuto rov-

nici lze kupiikladu pro popis pohybu struny na kytare odvodit z Newtonovy mechaniky;,

v piipadé elektromagnetického zareni pak zase z Maxwellovych rovnic.

(1.14)

1.2 Experimenty, které zmeénily svét

Na konci devatenactého stoleti se fyzika zdala byt skoro dobudovéna. Objekty svéta byly
uspokojivé popsany bud Newtonovou mechanikou (Gastice) ¢i Maxwellovou elektrody-
namikou. Velké soubory ¢astic pak zpracovavala statistickd fyzika a termodynamika. Ve
stoleti dvacatém nicméné doslo k zasadnimu obratu a mnohé jistoty vzaly za své. Nize
zbé&Zné popiSeme nékteré zakladni experimenty, které lidstvo privedly od svéta klasického
do svéta kvantového. Tyto experimenty z rtiznych pohledii ukazovaly na dva zakladni rysy
kvantové mechaniky (a) kvantovani energie, (b) vlnové-¢asticovy dualismus.
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1.2.1 Zareni absolutné ¢erného télesa

Absolutné ¢ernym télesem mame na mysli objekt, ktery pohlti veskeré dopadajici zéfeni,
zadné zéareni tedy neni odrazeno. Muze byt realizovino tieba dutinou s malym otvorem —
svétlo mnohokrate narazi na stény nadoby, takZze pravdépodobnost, Ze by odrazené svétlo
vylétlo otvorem zase ven, je miziva. Cerné téleso ale zaroven musi energii vyzafrovat, ji-
nak by se v ném hromadila. Badatele zajimalo, jakym zpisobem intenzita vyzareného
svétla zavisi na jeho frekvenci. Experimentalné bylo zjisténo, Ze hustota zareni pro malé
frekvence je velmi mala a roste se zvysujici se frekvenci. V zévislosti na teploté pak dosa-
huje svého maxima a posléze zase klesd. Maximum hustoty se navic posunuje s teplotou
k vyssim frekvencim. Je to v souladu se zkusenosti — horka kamna vyzafuji v infracervené
oblasti spektra, zatimco rozzhavené Zelezo jiz vyzaruje ve viditelné oblasti.

Pri teoretickém modelovani predpokladame, Ze k vyzarovani svétla o urcité frekvenci
dochéazi pii oscilacich elektrického dip6lu — podobné, jako je tomu u antény vysilace.
Oscilujici dipél vznikd diky pohybu nabitych ¢astic. Z teorie plyne vztah mezi hustotou
zafeni p(v,T) a stiedni energii oscilatoru Eose pii dané teploté

2
(v, T) = S%E (1.15)
V klasické statistické mechanice ale plati, Ze stfedni energie kazdého (harmonického) os-
cilatoru je nezavisla na frekvenci a rovna kgT'. To by ale znamenalo, Ze vyzafena energie
poroste se ¢tvercem frekvence! To je sice pravda pro malé frekvence, ale prfedpovéd na-
prosto selhava pro frekvence vysoké. Vzdyt by to znamenalo, Ze rozzhaveny kdmen by
mél byt intenzivnim zdrojem rentgenového zareni.

Max Planck pfisel s myslenkou, Ze souladu s experimentem mutzeme dosdhnout za

predpokladu, Ze elektromagneticky oscilator! nemize nabyvat libovolnych hodnot, nybrz

pouze hodnot
E = nhv (1.16)

kde h je Planckova konstanta a n je celé ¢islo. Zafeni pak miZe byt preddvano pouze po
miniméalnich bali¢cich hv, coz je nejmensi rozdil energie mezi dvéma hladinami oscilatoru.
Pri kone¢né teploté je stfedni hodnota energie oscilatoru rovna

- hv
Eose = —7— (1.17)
ek —1]
a po dosazeni do vztahu (1.15) pak ziskame
8mhy? 1
o0, T) = - (1.18)

¢l ek — 1
Tento vztah bajeénym zplisobem souhlasil s experimentem, pokud za hodnotu konstanty
h dosadime ¢&islo 6,626 - 10734 J-s.

Je tieba ale vidét, Ze souladu s experimentem bylo dosaZzeno za pouziti v té dobé dosti
blaznivych predpokladii. Predné predpokladame, Zze pohyb Castic je omezen jen na urcité
hodnoty energie, je kvantovan. Za druhé, predpokladédme, Ze svétlo je pireddvano do okoli
ve formé jakychsi déle nedélitelnych balicki energie. Neni proto nijak podivné, ze Planck
celou véc nebral p¥ilis vazné. Planckovu predstavu ale tviréim zpisobem vyuzil Albert
Einstein ve své teorii fotoelektrického jevu, diky které se pravem pocita mezi zakladatele
kvantové mechaniky.

!Elektromagneticky oscilator si miizeme predstavit jako kladny a zaporny naboj spojeny pruzinkou.
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1.2.2 Teorie fotoelektrického jevu

Zékladni schéma fotoelektrického jevu je zobrazeno na obrazku 1.3. V elektrickém obvodu
mérime elektricky proud prenaSeny elektrony, které jsou uvolhovany z ozafovanych kovo-
vych destic¢ek. Ze zavislosti proglého fotoelektrického proudu na vloZeném napéti miZeme
zjistit jak maximaln{ kinetickou energii vyrazenych elektronti tak i jejich celkové mnozstvi.

Ly

hv

000000000
000000000

Obrazek 1.3: Schematické zndzorneni fotoelektrického jevu, pFi ozatovdni kovu ultra-
fialovymi paprsky jsou z kovu wvolniovdny elektrony

Co bychom predpokladali z hlediska klasické teorie? K vyraZeni elektroni by mélo
dojit svétlem kazdé vinové délky, pokud bude mit dostatetnou intenzitu. Ukézalo se vSak,
7e k pruchodu fotoelektrického proudu nedochézelo pro frekvence svétla niZsi nez uréita
mezni frekvence v, charakteristickd pro dany kov. Energie vyraZzenych elektront pak
linearné rostla s frekvenci. Albert Einstein tyto vysledky interpretoval velmi odvazné.
Konstatoval, Ze svétlo predstavuje proud ¢astic o energii hr a vyrazeni elektronu si pak
predstavoval jako srazkovy déj mezi touto svételnou ¢astici a elektronem. Hypotéza mu-
sela pusobit velmi podivné, vzdyt Newtoniv pohled na svétlo jako na proud CGastic byl
jiz davno opustén a Maxwellova elektrodynamika meéla za sebou mnoho tspéchi. Pro
zéavislost kinetické energie elektronti na frekvenci zareni by pak méla platit rovnice

Epin = hv — ¢ (1.19)

kde ¢ = hiy se nazyva vystupni prace. Rovnice vyjadiuje zachovani energie — energie
fotonu se musi rovnat vystupni préci elektronu a jeho kinetické energii.

Jestlize nafitujeme hodnotu experimentalnich dat na rovnici (1.19), ziskdime hodnotu
h = 6,626 - 1073* Js. Einsteintiv bali¢ek energie je charakterizovan tplné stejné jako
Planckuv bali¢ek energie!

Fotoelektronova spektroskopie

Fotoelektricky jev je principem techniky nazvané fotoelektronova spektroskopie.
Pokud ozafujeme vzorek zarenim o dostate¢né energii, dojde k vyrazeni elektront,
jejichz rychlost mizeme méfit. S vyuZzitim vztahu (1.19) pak ziskdime hodnotu vy-
stupni prace pro dany vzorek. Tato préce pfedstavuje vlastné vazebnou energii,
kterou je drzen elektron v dané molekule ¢ v materidlu. Z hodnoty vazebné ener-
gie se pak da napriklad zjistit sloZeni vzorku ¢ chemicka forma, ve které se nachézi
ur¢ity atom. Fotoelektronova spektroskopie je hojné pouzivana zejména v oblasti
védy o povrsich, nebot detekovany jsou predevsim elektrony pochazejici z povrcho-
vych vrstev vzorku. Je ale mozné provadét méfeni i v plynné fazi.
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Interpretaci fotoelektronového spektra si miazeme vyzkouset napiiklad na spektru
neznidmého prvku na néasledujicim obrazku.

Relativni pocet elektronti

Lo, )

V4 :
1400 105 65 7,5
lonizac¢ni energie [eV]

Vime, Ze ve fotoelektronovém spektru je vynesena hodnota vazebné energie jednot-
livych elektroni. Pro elektrony ve vnitinich slupkéch je vazebné energie nejvyssi, tj.
elektrony jsou drZeny u jadra nejsilnéji, pro elektrony ve valené¢ni sfére je hodnota
ioniza¢ni energie naopak nejniz$i. Ve spektru se nachéazeji 4 piky, pik s nejvyssi
energii (cca 1350 eV) piislusi 1s elektrontm, pik s energii cca 105 eV (a stejnou
intenzitou jako pik s nejvyssi energii) prislusi elektrontim z orbitalu 2s. Dalsi pik
s energii cca 65 eV pak odpovidé ionizaci elektronii v orbitalu 2p. Intenzita tohoto
piku je trojnasobna oproti piedeslym, v p orbitalech je tedy tfikrat vice elektroni.
Posledni pik s energii cca 7,5 €V, opét se stejnou intenzitou jako prvni dva piky,
odpovidéa ionizaci elektront z 3s orbitalu. Predpokladané elektronové konfigurace
je tedy 1s%2s22p®3s?, coz odpovida elektronové konfiguraci hoiéiku v plynné fazi.

Priklad 1.1

Zadani: Pokud budeme ozafovat pary atomu hoi¢iku ultrafialovym zdrojem svétla He II
o energii 52 €V (odpovida vlnové délce 23,7 nm), jaka bude kinetickd energie vyraZenych
elektroni? Vyuzijte vazebné energie hot¢iku v pfedchozim boxu.

ReSeni: Zdroj svétla o energii 52 ¢V mé dostateénou energii pouze k vyrazeni elektronu
z orbitalu 3s. Kinetickou energii odletujicich elektront zjistime vyuzitim vztahu (1.19),
kde za vystupni praci dosadime ionizaéni energie pro orbital 3s (tedy 7,5 eV). Kineticka
energie elektronu je 44,5 eV.

Einstein Sel ve svych tvahach jesté dale. Je-li podle néj svétlo ¢astici, méla by tato
Castice (pozdéji nazvané foton) mit také néjakou hybnost. Jelikoz se ale pohybuje rychlosti
svétla, méla by tato hybnost byt dana jiz relativistickym vyrazem

p=mv= oY (1.20)
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kde myq je klidovd hmotnost fotonu a ¢ je rychlost svétla ve vakuu. Vyraz ve jmenovateli
je nulovy, takZe aby hybnost byla kone¢né ¢islo, musi mit foton nutné nulovou klidovou
hmotnost. Upravme nyni vyraz pro relativistickou hybnost

2,12 2 2.4 (02 2 4
mguv-c mic* (% — m§c
p262 _ 0 > _ 0 (021}2 ) + 0 — — _m(2)04 + m2c4 (121)
T - T2
Do posledniho ¢lenu v piedchozi rovnici nyni dosadime znamy vzorec E = mc?, ¢imz
dostaneme
E% = p*c? + mdc! (1.22)
JelikoZ ale pro foton plati mg = 0, tak také
E =pc (1.23)
S pouzitim Planckova vztahu E = hv = % dostéavame
h
A=— (1.24)
p

Laserové chlazeni atomu

Svétlo si vétSinou nespojujeme s chlazenim, spiSe mame zkuSenost, Ze nés svétlo
dokaze zahtat. Svétlo je ale ¢astice. Kdyz se srazi s atomem, pfeda mu svou hybnost
a muze jej tim zpomalit! Pro ziskani predstavy si vypocitejme nasledujici tlohu.
Zadani: Kolik fotoni o vlnové délce 396,96 nm zastavi atom vapniku “°Ca s molarni
hmotnosti M (Ca) = 39,96 g mol~! vypafovany z kovového vapniku v picce o teploté
600°C?

Reseni: Atomy vapniku v picce maji kinetickou energii danou vztahem

E = ngT =1,81-107207J

Hybnost je dana jako
p=V2mE =4,90-10"3kgms!
z ¢ehoz dopocditame stiedni kvadratickou rychlost
v="L —738ms!
m

Atom vapniku muZeme zafenim ionizovat, vznikly ion uvéznit v iontové pasti a v ni
ho bombardovat zafenim. Fotony svétla udané vinové délky maji hybnost

h 27 —1
pfOtOn - X = 1,666 92 -10 kgms
P1i pohlceni jednoho fotonu dojde tedy pouze k docela malé zméné rychlosti
Ay = Ploton _ 9 5151072 s
m

Pocet fotont n nutnych k zastaveni atomu vapniku pak zjistime z rovnice v = nAuwv.
Dosazenim dojdeme k hodnoté asi n = 3-10* fotont, aby se atom vapniku zastavil.
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1.2.3 Spektrum atomu vodiku

V roce 1897 objevil Joseph John Thompson elektron a v roce 1911 pak Ernest Rutherford
objevil atomové jadro. Bylo pak asi pfirozené nahliZet na atom jako na soustavu ,planet”,
kde okolo tézkého, nabitého jadra obiha lehky elektron. Takovato predstava mé ale ve
skute¢nosti fadu potizi. Pfedné neni viibec jasné, pro¢ by takovyto atom mél byt stabilni.
Nabita ¢astice by dle klasické teorie méla velmi rychle ztracet energii ve formé zafeni.
Rozzhavené atomy navic vyzafuji svétlo jen zcela urc¢itych vinovych délek, tj. atomy maji
¢arové emisni spektrum (viz obrazek 1.4), coZ ale klasickd mechanika nedokaze vysvétlit.

Lyman Balmer Paschen

100 nm viditelna oblast 1000 nm 10 000 nm
Obrazek 1.4: Cdrové emisni spektrum atomu vodiku

Spektrum atomu vodiku predstavuje fada Car, které je mozné sdruzit do urcitych sérif
(Lymanova, Balmerova, Paschenova. .. ). Experimentalné se ukézalo, Ze vlnocet téchto car
zévisi na celych ¢islech n; a ng podle vztahu

v =10973731 <12 - 12> cm™! (1.25)
ny "y

Niels Bohr dokazal tento vztah v roce 1913 dat do souvislosti s planetdarnim modelem

atomu a jeho model mél v sobé jiz nékteré z ryst kvantové teorie. Predpokladal, Zze se

elektron pohybuje po kruhové draze, na které musi byt odstfediva sila rotujici céstice

kompenzovana pritazlivou silou elektrostatickou

Mev? 1 Ze?

r o 4meg 12 (1.26)
Nyni ale mame nekoneéné mnozstvi stavii, po kterych se ¢astice mohou pohybovat — podle
toho, jakou zvolime rychlost, musime zvolit také piislusny polomér. Bohr ale navic pied-
poklédal, Ze moment hybnosti miZze nabyvat pouze hodnot celistvych nédsobkt konstanty
h=h/2n

meur = hn (1.27)

Pro¢ ho néco takového napadlo? Aby to vyslo! Z podminky (1.27) vyjadfime rychlost v
jako funkci r a dosadime do podminky (1.26). Ziskdme vztah

= 1.2
" Zm662n (1.28)
a pro rychlost
Ze* 1
- (1.29)

v dmeghn
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Po dosazeni do vztahu pro energii dostaneme

1 72 Z2m.et 1 13,622
E=lma? o ZC _ Zmee 1 13627 1.30
g'Me? 4dmegr 8e2h? n? nZ * (1.30)

Polomér, rychlost i energie jsou tedy kvantovany. K pfechodu mezi dvéma elektronovymi
stavy mutze dojit pouze tehdy, jestlize rozdil energii pocateéniho a kone¢ného stavu je
roven energii fotonu

E2 - E1 = hv (131)
tedy
Z’meet [ 1 1 ~
)V =hv=~h 1.32
S2n2 <n§ ng> v = hev (1.32)
Pro vlnocet fotonu tak dostaneme
. Z%mee* [ 1 1 1 1
=2 (S ——) = 10973731 ( — — = ) em™! (1.33)
8eghdc \nf n3 n{  nj

Coz je presné experimentalné pozorovany vztah. Zda se tedy, Ze kvantovana neni pouze
energie, ale také moment hybnosti ¢astice. Kvantovani jako by bylo obecnym rysem svéta
molekul.

1.2.4 Dalsi experimenty

Na kvantovani energie poukazovaly také dalsi experimenty, které bylo v ramci klasické
teorie tézké vysvétlit. Kvantovani energie hraje roli napiiklad i pro tak jednoduchou ve-
li¢inu, jako je tepelna kapacita. Podle klasické teorie by tepelnéd kapacita atomarniho
krystalu méla nabyvat konstantni hodnotu 3R. Experimenty ale ukazovaly néco tuplné
jiného — tepelné kapacita se snizujici se teplotou klesala a pii teploté absolutni nuly na-
byvala nulové hodnoty. Vysvétleni piinesla opét predstava kvantovani energie. A opét to
byl Albert Einstein, kdo vSe jako prvni pochopil. Tepeln4 kapacita pfedstavuje schopnost
materidlu pohlcovat energii. Pokud ale energetické hladiny nejsou spojité, tak pii nizké
teploté material teplo viibec neni schopen pohlcovat. Tepelna kapacita se tak snizuje (viz
také kapitola 25.3).

Dalsi z vyznamnych experimentt je Francktv—Hertztv pokus. James Franck a
Gustav Hertz zkoumali prichod elektrického proudu skrze rtutové pary. Se vzristajicim
napétim rostl i prochazejici proud, ale pfi ur¢itém napéti (a tedy pii urcité kinetické ener-
gii elektronil) zacal najednou klesat. Tato energie totiz odpovidéa energetickym rozdilam
v atomu rtuti. Jakmile byl dosazen tento rozdil, elektrony se zacaly srazet s atomy rtuti
neelasticky a ztracely svou energii. Jde tak o dalsi dikaz kvantovani energie.

1.3 Dualismus vln a ¢éastic

Einstein svou analyzou fotoelektrického jevu ukézal, Ze i objekt tak nepochybné vinovy,
jakym je svétlo, se za jistych okolnosti muze chovat jako ¢astice. Tato skute¢nost je vy-
jadfena v rovnicich (1.23) a (1.24). V roce 1924 piiSel Louis de Broglie s myslenkou,
ze vztah (1.24) se da ¢ist také opafné — kazda hmotna Castice s hybnosti p = muv je
charakterizoviana vlnovou délkou A dle vztahu

A= - (1.34)

muv
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coz je de Broglietiv vztah. Sam de Broglie asi pfilis netusil, o jakou vlnu by mélo jit.
Nicméné jeho vztah sehral v dalsim vyvoji kvantové teorie zésadni roli.

De Broglieuv vztah umoziuje také interpretovat Bohrovu kvantovou podminku (1.27).
Elektron kolem atomového jadra si pak muzeme predstavit jako stojaté vlnéni, kdy na
obvod kruhu je tfeba vméstnat celistvy nésobek de Broglievych vinovych délek

2mr =n (1.35)

MV
tedy

h
e = — = 1-
MeVr = 5 _n hn (1.36)

Experimentélni dikazy interference céstic

Pokud by ¢astice, napiiklad elektrony, skute¢né predstavovaly viny, mély by vyka-
zovat vlastnosti pro vlny typické, tj. zejména interferenci. Pro pozorovani interfe-
rence je potieba, aby vzdalenost $térbin byla srovnatelné s vinovou délkou prislusné
vlny. Pro svétlo to jde zaridit celkem snadno, sta¢i udélat mfizku s mikrometrovymi
rozméry. V pripadé vysokoenergetického zareni (napiiklad Rentgenova zareni) nebo
Castic je ale tfeba pouzit miiZzek podstatné mensich. Interferenci Rentgenova za-
feni muZeme pozorovat napiiklad pii difrakei (ohybu) svétla na krystalické miizce,
kdy dochazi k interferenci vln odraZenych z riznych rovin krystali. V zavislosti
na thlu pak dochazi k zesileni ¢i k zeslabeni intenzity odrazeného svétla. Ve dva-
catych letech Davisson s Germerem provedli experiment s proudem elektront
posilanych na krystal niklu. Zavislost intenzity rozptylenych elektront na tahlu vy-
kazovala maxima a minima, podobné jako v piipadé obrazci ziskdvanych difrakei
rentgenového zareni na krystalech!

Kvantova povaha CGéstic je ale patrna i u daleko tézsich objektt nez je elektron.
V roce 1930 Stern a Estermann pozorovali difrakci paprsku helia rozptylovaného na
krystalu LiF. V roce 1999 pak byla pozorovana interference asi nejtézsitho objektu,
fullerenu Cgp, se kterym byl proveden dvoustérbinovy experiment (M. Arndt, O.
Nairz, J. Vos-Andreae, C. Keller, G. van der Zouw, A. Zeilinger, Nature, 401,
680 (1999)). Na naméfeném interferencénim obrazci byla patrna maxima nultého a
prvniho Ffadu. Priblizny nakres interferen¢niho obrazce je na obrazku nize.
Elektronova difrakce je vyuzivana v nékterych experimentélnich technikéich jako je
LEED (Low Electron Energy Diffraction). Elektrony jsou zde fokusovany na povrch
materiali a z pozorovanych difrakénich obrazct se usuzuje na strukturu povrchu.
Rozptyl helia patii také k dodnes vyuzivanym technikdm studia povrcht.

signal za 50 s
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1.4 Pohybové rovnice kvantové-mechanickych castic: Schrodingerova
rovnice

Bohrova teorie dokézala popsat atom vodiku, ale brzy zacalo byt zfejmé, Ze teorie mé své
limity. Ve dvacétych letech se odehralo mnoho chytrych pokusi spojit klasickou mecha-
niku s experimentalnim pozorovanim kvantovani energie, ale prilom pfisel az s vytvorenim
zcela nové, kvantové mechaniky. Ta se na konci dvacatych let objevila ve dvou formach,
Heisenbergové maticové mechanice a Schrodingerové vlnové mechanice, i kdyz na prvni
pohled nebylo vibec zfejmé, Ze tyto dvé mechaniky maji néco spole¢ného. My zde budeme
alespon naznakem sledovat myslenkovy postup Erwina Schrédingera.

Na zacatku je tfeba ¥ici, ze kvantova mechanika je zaloZzena na postulatech a jako
takovou ji nemizeme odvodit. MiZeme ji pouze uhodnout. To ale neznamené, %e bychom
neméli zaddné indicie. Schréodinger mohl postupovat takto. Reknéme, Ze nas zajimaji stacio-
narni stavy ¢astic, napriklad atomt. Tedy stavy, ve kterych se ¢astice pohybuji periodicky.
Nas bude zajimat, s jakou energii se ¢éstice mohou pohybovat. Stacionarni stavy budou
nejspise popsany stojatou vlnou

V(z,t) = 1(z) cos(wt) (1.37)
kde ¥ (x,t) predstavuje vinovou funkci, o které budeme mluvit dale. V tuto chvili nechme

otazku, co se vlastné vini, otevienou. Pro vSechny viny plati vlnova rovnice, méla by proto
platit i pro vlnu popisujici elektron. Tj.

O*W(x,t) 1 0%V (x,t)

= 1.38
Ox? v Ot? (1.38)
Po dosazeni ze vztahu (1.37)
d*p(z) | w?
122 + 771/1(3:) =0 (1.39)
Uvazme nyni, Ze
2
w=2m =0 (1.40)
A
a dosadme za vinovou délku z de Brogliova vztahu A = % a za % = E — V. Upravou
dostavame a2(z) )
x 8mem
122 + 2 (E—=V(z)Y(z)=0 (1.41)
nebo téz
R? d%y(x)

Vztah (1.42) je bezcasova Schréodingerova rovnice. Kompaktné ji muZzeme napsat ve
tvaru

Hy = Ev (1.43)
kde symbolem H rozumime operator (vice si o operatorech povime v piisti kapitole)
. n? d?
H=———+V 1.44
2m da? + (1.44)

Jejim feSenim jsou mozné hodnoty energie a jim piislusejici vinové funkce. Je to ponékud
zvlastni rovnice, nebot méa dvé neznamé veli¢iny, E a funkci 1. Zdalo by se tedy, ze
kuptikladu energii si mizeme zvolit a vinovou funkci k ni dopocitat. Energie by tak
nebyla kvantovana — niZe se dozvime, kde se kvantovani energie bere.
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1.5 Bornova interpretace vinové funkce

Co to vlastné je ona vlnova funkce? Muizeme vyjit z analogie z optiky. Roli vlnové funkce
zde hraje kupftikladu vektor intenzity elektrického pole. Intenzita svétla v urc¢itém bodé je
pak dana jako ¢tverec intenzity elektrického pole. Vedeni touto analogif, mtizeme s Maxem
Bornem interpretovat vilnovou funkci jako amplitudu pravdépodobnosti. Ctverec vlnoveé
funkce bude mit pak vyznam hustoty pravdépodobnosti nalezeni dané ¢astice v urcitém
bodé

f(z)dz = |¥(z)|* dz (1.45)

Co mame na mysli hustotou pravdépodobnosti?

Existuje nekoneéné mnoho poloh z, kam muZzeme ¢éstici umistit. Pravdépodobnost
nalezeni Céstice v jedné konkrétni poloze je tudiZz nulova. MiZeme se ale ptat,
jakéd je pravdépodobnost, Ze se Castice bude nachézet v intervalu z, z+dx. Tato
pravdépodobnost P(z, z+dx) bude zéviset na velikosti intervalu dz. Pro nekoneéné
maly interval dz bude opét nekone¢éné mala. Vydélenim P(x,z + dz) intervalem
dx ziskdme kone¢nou veli¢inu, hustotu pravdépodobnosti f

P(z,x +dz)

fl@)=——g—" (1.46)

pro kterou musi platit normaliza¢ni podminka

/f(a:) de =1 (1.47)

7 Bornovy interpretace pak plyne normalizacni podminka pro vlnovou funkci

/]\Il(a:)|2dx =1 (1.48)

ktera rika, ze ¢astice musi byt nékde v prostoru. Tato podminka vlastné predstavuje dalsi
rovnici, kterou musime dodat ke Schrodingerové rovnici (1.43). Na vinovou funkei pak
s ohledem na obé rovnice klademe nékolik podminek

e VInova funkce musi byt jednozna¢né definovana (tj. musi to byt funkce, jedné
hodnoté nezavisle proménné piislusi jedna hodnota zavisle proménné, v angli¢tiné
bychom fekli, Ze vlnova funkce musi byt single valued).

e VInova funkce musi byt kvadraticky integrovatelna, tj. musi platit?
/|x11|2 < 00 (1.49)

e VInové funkce musi byt spojita.

e VInové funkce musi mit spojité prvn{ derivace.

2K uvedenym podminkam by se sluelo pfidat riizné dodatky. VInova funkce nemusi napiiklad mit spojité

prvni derivace pro nespojity ¢i singularni potenciél, ve fyzice se setkdme i s vinovymi funkcemi, které
nejsou kvadraticky integrovatelné atd. Zde je pro nas dilezité, Ze na vlnovou funkci klademe nékteréa
omezeni.
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Priklad 1.2

Zadani: Které z funkci a) - ) mohou byt vlnovymi funkcemi?

a) d)
J\ N
b) e) )
=
c) f) |
SN [

ReSeni: a) ne, neni spojita b) ne, neni funkce c¢) ano d) funkce nemé spojitou prvni
derivaci, nicméné funkce mtize pfedstavovat vlnovou funkei pro singularni potencial (jako
napfiklad pro atom vodiku) e) ne, neni kvadraticky integrovatelna f) ano.

1.6 Casové zavisla Schrodingerova rovnice

Vyse jsme navodili ¢asové nezavislou Schrodingerovu rovnici, jejimZz FeSenim ziskdme
mozné energie, se kterymi se ¢astice muze pohybovat. Casové nezéavisld Schrodingerova
rovnice se dé odvodit z ¢asové zavislé Schrédingerovy rovnice

i, = HU (1.50)

Tato rovnice ndm ukazuje vyvoj stavu v Case. Zname-li vinovou funkci v néjakém case
t, integraci Schrodingerovy rovnice ziskdme vinovou funkei v libovolném ¢ase pristim (a
minulém). V chemii tato rovnice hraje roli t¥eba ve spektroskopii — mame molekulu v zé-
kladnim stavu a zajimé& nés, v jakém stavu se bude molekula nachézet po ,zapnuti®
vnéjstho Casové zavislého elektromagnetického pole. Z Casové zavislé Schrodingerovy rov-
nice tak odvozujeme napiiklad tzv. vybérova pravidla, kterd nam fikaji, které prechody
jsou ve spektroskopii zakazané (tj. probihaji s velmi malou rychlosti) a které prechody
jsou povolené. V dalsim vykladu v ramci tohoto kurzu se ovSem s ¢asové zavislou Schro-
dingerovou rovnici nesetkame.

Souvislost ¢asové zavislé a casové nezéavislé Schrodingerovy rovnice

Casové nezavislou Schrédingerovu rovnici je mozné odvodit z ¢asové zavislé Schro-
dingerovy rovnice, pokud pfedpokladame, Ze hamiltonian systému nezavisi na case

2 92
g8

=533t V(@) (1.51)
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Za tohoto predpokladu miizeme pouzit metodu separace proménnych a hledat re-
Seni Schrodingerovy rovnice ve tvaru soucinu ¥(z,t) = 1 (z)¢(t). Schrodingerovu
rovnici pak mtzeme napsat ve tvaru

2 2 T
it () 220 = TAODTVE) 4y )yt (1.52)

Pokud vydélime celou rovnici ¢lenem 1 (z)¢(t), ziskdme rovnici v nasledujicim tvaru

2 2
pl 09 A 1 W) | (1.53)
o(t) ot 2m(x) Ox?

Levé strana rovnice zavisi pouze na ¢ase, prava strana rovnice pouze na poloze. Aby
byla rovnice splnéna pro libovolné hodnoty ¢asu a polohy, musi byt obé strany rovny
konstanté. Tuto konstantu si oznac¢ime pismenem FE. Snadno se presvédcite, Ze
konstanta by skute¢né meéla mit rozmeér energie. Ziskdme tak dvé rovnice. Rovnice
vychézejici z pravé strany neni nez ¢asové nezavislou Schrodingerovou rovnici

B() =~ D |y (a) (1.54)
Rovnici vychazejici z levé strany musime dotesit
ih(p(lt)agit) =F (1.55)
coz po separaci proménnych a integraci vede k
ihlng(t) = Et+C (1.56)
kde C je konstanta. Funkce ¢(t) ma pak tvar
o(t) = oCo—iBt/h _ —iBt/h _ ~iwt (1.57)

kde za C jsme dosadili nulu z divodt normalizace vlnové funkce. Vlnovou funkci
systému tedy mutzeme zapsat jako

U(z,t) = (x)e ! (1.58)

Je patrné, ze v tomto piipadé je feSeni Casové zavislé rovnice soucasné i feSenim

Casove nezavislé rovnice. Tvary vlinovych funkci se totiz lisi pouze fazovym faktorem
¢lenem e~ ktery neovliviuje hustotu pravdépodobnosti

U(z, )0 (2, 1) = Y(a)e pre™ = y(2)y*(2) (1.59)

Vyuzili jsme zde nékterych vlastnosti komplexnich funkei, se kterymi se blize sezna-
mime v oddile 28.1. JelikoZ hustota pravdépodobnosti se neméni s casem, mluvime
v tomto pripadé o stacionérnich stavech.
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1.7 Relace neurcitosti

Meéfeni veli¢in v kvantové mechanice mé urcita specifika. Existuji skupiny veli¢in, tzv.
komplementarni veli¢iny, které nelze mérit zaroven s libovolnou pfesnosti. K tém patii na-
piiklad dvojice poloha-hybnost ¢ x-ové a y-ova soufadnice momentu hybnosti. Ze Schro-
dingerovy rovnice se da dokézat, ze

AzxAp >

| St

(1.60)

kde Az je neurcitost polohy a Ap je neurc¢itost hybnosti. Cim presnéji méfime polohu,
tim méné presnou mame hybnost. Dusledkem je mimo jiné neexistence pojmu trajektorie
Castice v kvantové mechanice a nerozlisitelnost identickych ¢astic. Predstavme si totiz,
ze ve dvou okamzicich po sobé nalezneme na stejném misté dvé ¢éastice. Pokud ovSem
nezname piesné jejich polohy i hybnosti, nemtzeme vyloucit moznost, Ze se mezitim tyto
Castice prohodily.

Priklad 1.3

Zadani: Elektronovy svazek mé rychlost 1000 & 0,01 ms~!. Jak pfesné miizeme urdit
v daném okamziku polohu elektronu?
Reseni: Neurcitost hybnosti elektronu je dana vztahem

Ap, = (0,01)(9,11-107*") = 9,11 - 103 kgms ™!

Neurcitost polohy je potom dana vztahem

I

Relace neurcitosti se daji ,,odvodit” také z Casticové povahy svétla. Pokud chceme
mérit presné polohu Céstice, mizeme ji pozorovat pomoci svétla. Nepresnost méreni bude
déna vlnovou délkou svétla A, jeji snizovani tak povede ke zvétSovani pfesnosti. Interakce
svétla s pozorovanym objektem na druhou stranu povede k pfedani hybnosti o fadové
hodnoté

Ap = — (1.61)

Coz povede k neurcitosti méreni hybnosti. Zaroven Az ~ A. Vynasobenim pak ziskime

vztah
AzAp = h (1.62)

ktery je v souladu s obecnéjsim vztahem (1.60).
Vztah neurcitosti plati také mezi energii a ¢asem

AtAE > (1.63)

o | St
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coz ma podstatné dusledky napiiklad ve spektroskopii. V daném Casovém intervalu At
jsme schopni zmérit energii pouze s piesnosti AFE. Pokud bychom mérili energii presnéji,
museli bychom zvétsit At, coz muze byt doba experimentu nebo doba, po kterou dany
stav existuje. Pokud néas tedy zajimaji procesy s velmi kratkou dobou Zivota, musime
pocitat s velkou neurcitosti energie.

Tabulka 1: Srovndni klasické a kvantové mechaniky

klas. mech. kvant. mech
Stav r(t),p(t) U(r,t)
Pohybové rovnice mj—jg =VV ih%—? = HY
A « PERIR . 2 A
Casové nezavislé rovnice e =r Hy = Ey
Relace neurcitosti - AxAp > % atp.

Priklad 1.4

Zadani: Atom kysliku, ze kterého je vyrazen vnitini elektron, méa dobu Zivota asi 4 fs.
tento atom? Vysledek uvedte v jednotkach eV.
ResSeni: Neurcitost energie je dana vztahem

1,054 - 10734
’f =0,0822eV (1.64)

AE > Atg =4-10"%

Stika spektra byva ve skutecnosti vétsi, kupiikladu diky tzv. dopplerovskému rozsireni
spektra. Sifka spektra dané relacemi neurcitosti ale nemuze byt zmensena kupiikladu
vylepSenymi experimentalnimi technikami.

Kde se dozvite vice?

Popularni tivod do kvantové mechaniky spolu s diskuzi zakladnich experimentii je mozno
nalézt v knize J. Pigut, R. Zajac, O atomoch a kvantovant, Alfa, Bratislava, 1988. Zakladni
ivod do kvantové mechaniky lze nalézt kuptikladu v Atkinsové uc¢ebnici fyzikalni chemie.
Pé&kné jsou uvodni kapitoly kvantové mechaniky diskutovany také ve starsi knize A. Beiser,
Uvod do moderni fyziky, Academia, Praha, 1978. Zajemciim o hlubsi pohled na historii a
filozofické otézky spojené s kvantovou mechanikou lze doporucit knihu M. Jammer, The
je historie kvantové mechaniky dobie shrnuta v knize J. Kvasnica, Priekopnict modernej
fyziky, Smena, Bratislava, 1987.
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2 Operatory v kvantové mechanice

V kvantové mechanice kazdé métitelné veli¢iné pfifazujeme tzv. operator. Hodnoty, jichz
miize méfend veli¢ina nabyvat, ziskdme jako vlastni ¢fsla daného operatoru. Vétsina tloh
v kvantové mechanice vede na feSeni vlastniho problému daného operatoru. S pojmem
operatoru se proto ted seznamime ditkladné&ji. V této kapitole budeme povétginou impli-
citné pfedpokladat funkce jedné proménné, vSechny fecené vztahy ale plati stejné dobie
pro funkce vice proménnych. V textu predpoklddame zékladni znalost komplexnich ¢isel
— Ctenér si je muze osvézit v dodatku 28.1.

2.1 Co je operator

Pripomenme si nejprve pojem funkce. Funkce pfedstavuje zobrazeni, kdy pisobenim na
Cislo (nezévisle proménnou) ziskdme nové &islo (zavisle proménnou). Operétor analogicky
predstavuje zobrazeni, kdy ptisobenim na funkci ziskdme novou funkci. Pisobeni opera-
toru O na funkei f zapfeme jako

Of =g (2.1)
kde vysledkem piisobeni operatoru O je nova funkce g. Poradi operatoru a funkce, na
kterou operator pusobi, neni libovolné. Operator vidy pusobi na funkci stojici napravo

od operéatoru.
Predstavme si nékolik piikladi operatori. Nejjednodussim operatorem je asi operator

A~

O=1

neboli operator identity nebo také jednotkovy operator. Tento operator ptisobi na libo-
volnou funkci f a vrati funkci g takovou, ze plati g = 1 f = f. Dalsim jednoduchym
operatorem mize byt nasobeni proménnou x

O=x
Pokud tento operator bude ptisobit na funkci f(x) = 22, dostaneme
Of(x)=z-f(z) =2 2> =2>
Dilezitou tfidou operatort jsou diferenciélni operatory, napiiklad
d

OZ@

Derivaci funkce podle proménné x muzeme chépat jako pisobeni operatoru derivace.

Priklad 2.1
Zadani: Naleznéte vysledek piisobeni operatoru O = z — 2 na funkei f(z) = sina.
ReSeni: ZapiSeme rovnici vyjadfujici pisobeni operatoru O na funkci f(z) a dostaneme

Of(x) = (x— 2(;) sinz = zsinx — 2cosx

Vysledkem pusobeni operatoru O na funkci f(z) je nova funkece g(x) = zsinax — 2 cos .
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V kvantové mechanice se Casto setkdme s pojmy vlastni funkce a vlastni hodnota
operatoru. Tyto pojmy jsou definované rovnici

Of = \f (2.2)

ktera se oznacuje jako vlastni problém operatoru O. Funkci f pak nazyvame vlastni
funkei operétoru O s vlastnim ¢islem A. Jinak fefeno vlastni funkce f operatoru O je
takova funkce, Ze pusobi-li na ni operator O, pak vysledkem tohoto ptisobeni je ta sama
funkce f vynasobend &islem A. S pojmem vlastni ¢islo se miZete setkat v souvislosti
s maticemi v linedrni algebie, viz kapitola 2.5.

Priklad 2.2

_1:2
Zadani: Rozhodnéte, zda je funkce e~z vlastni funkci operatoru % — 22, Pokud ano,
jaké je jeji vlastni ¢islo?

M)

x

Reseni: Operator pusobi na funkci e~z néasledovné

N

d? o\ 22 R ) )
7d 5 — x e 2 =—e 2 +2x% 2 —x%e 2 = —e 2
X

22
Vidime, ze vysledkem ptisobeni operatoru je opét funkce e~z vynasobené ¢islem —1. Jde
tedy o vlastni funkei s vlastnim ¢islem —1.

V pifpadé bezcasové Schrédingerovy rovnice (1.42) je vlastnf funkef operatoru H vl-
nové funkce ¥(x) s vlastnim ¢islem FE, coz je celkova energie systému. Vlastni problém
operatoru mé ustfedni postaveni v kvantové mechanice, protoze feSeni vétsiny tloh zna-
mené hledéni vlastnich ¢isel a vlastnich funkci prislusného operatoru.

V kvantové mechanice se setkavime pfedevS8im s tzv. linedrnimi operatory, pro
které plati

A(af + Bg) = aAf + BAg (2.3)

kde o a (8 jsou obecné komplexni &isla (vyraz musi platit pro vSechny a, 8, f a g).
Operator derivace je ptikladem linedarniho operatoru, naproti tomu operator odmocniny

jim neni, nebot
Vaf =vayf#aJf

Operatory v kvantové mechanice

Operatory reprezentuji napiiklad pozici, hybnost, moment hybnosti nebo celkovou
energii systému (jde o tzv. hermitovské operatory, o tom ale pozdéji). V kapitole 1
o historickém vyvoji kvantové mechaniky jsme se seznamili se Schrodingerovou
rovnici popisujici pohyb ¢astice v jedné dimenzi

2 2
(‘2711(33:2 + V(x)) U(z) = EV(z) (2.4)
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Tuto rovnici mizeme prepsat jako operatorovou rovnici, tj. rovnici, ve které vystu-
puji operatory

HU(z) = E¥(z) (2.5)

kde H je operator celkové energie systému, tzv. hamiltonian (Hamiltontv operator).
Porovnanim rovnice (2.4) s rovnici (2.5) zjistime pfedpis pro hamiltonian

ﬁ:( Wd2+ww> (2.6)

 2mdz?

Konkrétni tvar hamiltonianu (2.6) zavisi na konkrétni formé potencialni energie
V().
Dalsi hojné se vyskytujici operatory jsou operator hybnosti a operdtor polohy

d

T =ux (2.8)

Operatory (2.7) a (2.8) jsou zapsané v tzv. soufadnicové reprezentaci, kdy operator
soutadnice je zvolen jako prosté nasobeni danou souradnici.

2.2 Operace s operatory

Podobné jako funkce mtizeme mezi sebou s¢itat, nasobit, délit atd. definujeme tyto operace
i pro pocitani s operatory. Vyjdeme ze vztahu (2.1), ktery definuje piisobeni operatoru
na funkci f a ve strucnosti si pfedstavime zékladni operace s operdtory. Sou¢tem dvou
operatord budeme rozumét operator

~

C=A+B (2.9)

takovy, ze plati . R R . .
Cf =(A+B)f = Af + Bf (2.10)

kde f je libovolna testovaci funkce. Pod sou¢inem operatort budeme rozumét operator

C = AB (2.11)
takovy, ze plati . na
Cf = A(Bf) (2.12)

Stejné jako v pripadé nasobeni ¢isel figuruje ¢islo 1 jako jednotkovy prvek vici nésobeni,
je 1 v pripadé operatorového poctu definovan jednotkovy prvek — jednotkovy operator
1=1

1-f=f (2.13)

Pomoci definice nasobeni operatorii (2.11) mizeme definovat druhou mocninu opera-

toru s .
A" = AA (2.14)



A dale matematickou indukci miZeme definovat n-tou mocninu operitoru
. A =1
Af=AA"f (2.15)

KdyZ uz umime délat mocniny, neméme v principu problém definovat jakoukoli slugné
vychovanou operatorovou funkci. Sta¢i k tomu vyuzit jeji rozvoj do Taylorovy rady.
Napftiklad exponenciala operatoru je definovana jako

A N1 1
A1y Ay A%y A (2.16)
Néasobeni operatori obecné zavisi na poradi (neni komutativni), neboli
AB # BA (2.17)

Abychom mohli vySetfovat komutativnost operatori, zavadi se novy operator — komu-
tator

[A,B] = AB — BA (2.18)

Kdyz je komutator dvou operéatori roven nulovému operatoru (6 f=0)
[A,B] =0 (2.19)

tikame, Ze operatory A a B spolu komutuji. KdyZ se komutator nerovna nulovému ope-
ratoru, operatory nekomutuji.

Jako priklad vySetfovani komutatoru dvou operatorii si spoc¢téme komutitor mezi
operatorem hybnosti (2.7) a soufadnice (2.8). Pomtzeme si tim, ze nechame komutator
pusobit na n&jakou funkci f(x)

df ( ) df(z)

df(x) | . , .
T +ihf(x) —1—1th = ihf(z)

[2,p]f (z) = —ihx + ﬁ* f(z) = —ihz
kde jsme v druhém kroku pouzili vzorecek pro derivaci souc¢inu funkci. Nyni staci odebrat
nasi testovaci funkci a vidime, Ze komutéitor operdtoru souiadnice a operatoru hybnosti
je

[Z,p] = ih (2.20)
MiiZzeme shrnout, Ze operator hybnosti nekomutuje s operatorem soutradnice. Jak si uka-
zeme v dalsich kapitolach, tento fakt ma dalekosahlé dusledky.

Priklad 2.3
Zadéni V prostoru funkei dvou proménnych x a y, urcete komutator operatorii A= 8%
aB= By

ReSeni: Sestavime komutator [A, B] a nechdme ho piisobit na testovaci funkei f(z,y).
Dostaneme
Of(@,y) 0f(w,y) Of(w,y) 0f(z,y) _ P f(=x 0*f(z

A B B - ,y) _ 7y) A
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kde posledni rovnost je splnéna tehdy, kdyz funkce f(z,y) mé spojité vSechny druhé
parcialni derivace. Vidime, ze vysledkem ptisobeni komutéatoru je nulovy operator, proto
muZeme uzaviit, Zze operatory A a B spolu komutuji.

Z definice komutatoru (2.18) vyplyvaji t¥i vlastnosti komutatoru

e Prvni vlastnost{ je antisymetrie
[A,B] = —[B, 4] (2.21)
e Druhou vlastnosti je linearita
[A,B+C)=[A, B +[A,0C] (2.22)
e Tteti vlastnosti je moznost ¢islo a z komutatoru vytknout

[a-A,B]=a-[A B] (2.23)

Na zavér této kapitoly uvedeme jedno dtlezité tvrzeni. Komutuji-li spolu dva ope-
ratory, tj. [A,B] = 0, pak nutné existuji spoleéné vlastni funkce f. My si do-
kazeme obracené tvrzeni, totiz, Ze spoleéné vlastni funkce implikuji komutaci prislusnych
operatori. Pfedpokladejme, Ze mame dva libovolné operatory AaB , pro které plati

Af:a,f
Bf =bf

neboli operdtory maji stejnou vlastni funkci f. Pak muZeme psét
ABf = A(bf) = abf
BAf = B(af) = abf
protoze ¢isla a a b komutuji vidy. Odectenim piedchozich dvou rovnic dostaneme
ABf — BAf = (AB—BA)f =[A,B]f =0

coz je vysledek, ktery jsme chtéli ukizat.

Komutace, relace neurcitosti a zakony zachovani v kvantové mechanice

Pojem komutatoru hraje ve fyzice zdsadni roli minimalné ve dvou smérech. Predné,
pokud operatory dvou veli¢in A a B spolu nekomutuji, pak se da ukazat, Ze tyto
veli¢iny jsou spojeny relacemi neurcitosti (viz také kapitola 1.7). Konkrétné pak
plati, Ze

AAAB > %HA, B (2.24)
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kde AA a AB jsou neur¢itosti veli¢in A a B. Z toho tfeba snadno s pomoci rovnice
(2.20) vyvodime relace neur¢itosti mezi polohou a hybnosti

AzAp > g (2.25)

Neméné vyznamnou skutecnosti je, ze veli¢iny, jejichz operator komutuje s hamil-
tonidnem, se zachovavaji

[A,H] =0 (2.26)
Aby se veli¢ina zachovavala, nesmi se jeji stfedni hodnota ménit v ¢ase. Musi tedy
platit, ze
4(4)
=0 2.27
& (2.27)
Jelikoz
(A) = / T* AT dz (2.28)
tak ¢asova derivace je rovna
(A) / dv* . / A dW
— = Avd U*A—dz =0 2.29
at dt v at " (229)

Derivace vinovych funkci zjistime z Casové-zavislé Schrodingerovy rovnice, resp.
z jeji komplexné sdruzené verze

dv . du* 3
ih— = HWV, —ih = HU* 2.
i , ih— (2.30)
z ¢ehoz I ) ST )
(s o~
— =——HV, — =_HU" 2.31
dt R dt ok (2:31)

Dosazenim ziskdme vztah

~

[t Gwyar- [ LA =

h </(I§h1/*)(A\I/) dz — /‘I’*A(FI\I/)dx> (2.32)

V prvnim integralu prohodime poradi funkci, a protoZze operator H je hermitovsky
a realny, plati

/ (HU*)(AD) dz = / (AD)HT* dz = / U*HAW dz (2.33)

Podminka zachovani energie mé pak tvar

% (/ U HAY dz — /\I/*Aﬁ[\p dm) =0 (2.34)
nebo jinak .
1
h

Vyraz uvniti zévorky je komutator [H, A]. Je-li komutator nulovy, velidina se za-
chovava.

/qf*[f{A — AH|Wdz =0 (2.35)
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2.3 Co to jsou prostory funkci?

Operéatory piusobi na funkce. Casto ale se ale chceme omezit na mnozinu funkci, které spl-
nuji urcité vlastnosti. Mnozinu funkci uréitych vlastnosti nazyvame prostorem funkeci.
V kvantové mechanice nas zajima casto zajimé tfeba prostor kvadraticky integrovatel-
nych funkei, obvykle znaceny Lo. Napiiklad na intervalu (—oo,00) pro funkce z tohoto
prostoru musi platit .
/ f(2)[2dz < oo (2.36)
—00
Funkce s touto vlastnosti mohou byt vlnovou funkci, jak plyne z Bornovy interpretace
vlnové funkce, viz kap. 1.5.
Na daném prostoru mizeme najit podmnozinu funkci, pomoci nichZ miZeme vyjadrit
vSechny zbylé funkce jako jejich linearni kombinaci:

fl@) =) cipi(x), (2.37)

i

kde funkce ¢;(x) nazyvime bazovymi funkcemi a ¢isla ¢; jsou rozvojové koeficienty.
Mluvime pak o tzv. aplném souboru funkci. Piikladem tplného souboru funkci je
napiiklad soubor polynomu x, 2,23, ...,2", pomoci nichz mizeme vyjadiit libovolnou
(diferencovatelnou) funkci ve formé znamého Taylorova rozvoje (tyto funkce ale nenalezi
do prostoru L?). Jinym piikladem tiplného souboru funkei jsou funkce sinus a kosinus,

kdy pro kazdou funkei z L? na intervalu (—7, 7t) miizeme psat

f(z) = % + i ¢ sin (nx) + i ¢p cos (nx) (2.38)
n=1 n=1

I tato fada ma svij nazev — jde o slavnou fadu Fourierovu.

Pocet prvka béaze (bazovych funkei) udéava dimenzi prostoru. Dimenze prostoru
miize byt kone¢na, ale ve dvou vySe zminénych piipadech mame co do ¢inéni s nekonec-
nymi prostory. Neni to neobvyklé a nijak by nas to nemélo znervoziovat.

Prostor L? je piikladem Hilbertova prostoru. Ten se vyznacuje tim, Ze na ném
mizeme definovat operaci skalarniho sou¢inu - to je obecné jista operace, kterd dvéma
prvkim z daného prostoru pfifazuje ¢islo. Vétsina ¢tendit si vzpomene na skaldrnim
sou¢in dvou vektori ve vektorovém prostoru, ale pojem je to obecnéjsi. V piipadé funkci
na L? definujeme skalarni soucin nasledujicim zpiisobem

(flg) = / T P o)g(@) de (2.39)

Notace skalarniho sou¢inu pomoci Spicatych zavorek () se ¢asto vyuziva v pokrodcilejsich
textech kvantové chemie (viz box na strané 36). V tomto textu se této symbolice spiSe
spise vyhybame.

Da se ukazat, ze pro takto definovany skalarni soucin plati v8echny vlastnosti bézného
skalarniho sou¢inu. Skalarni soucin vyjadiuje podobnost dvou prvkia daného prostoru,
v nasem pripadé tedy podobnost dvou funkci. Pokud je skalarni souc¢in dvou funkci nulovy,
mluvime o ortogonalnich funkcich. S timto pojmem se budeme potkavat casto, je dobré
si na néj tedy zvyknout.
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Béaze tvofena ortogonalnimi funkcemi (ortogonalni baze) je pro nase vypocty ob-
zv1asteé pritazliva. Ctenar si miZe zkusit napfiklad ukazat, Zze pro ortogonélni bazi mizeme
rozvojové koeficienty ve vztahu 2.37 zapsat jako

C; — /_OO f(Z)Z dr (2.40)

Rozvojovy koeficient ¢; je tedy tim vétsi, ¢im vic se funkce f podoba bazové funkci ¢;.

Na tomto misté je vhodné si zavést uZitecny symbol d;;, coz je tzv. Kroneckerovo
delta, pro které plati, Ze je rovna 1, pokud 7 = j a naopak je rovna 0 kdyz ¢ # j. Pod-
minku ortonormality baze (ortonormalitou minime, Ze funkce jsou ortogonélni a zéroven
normované) pak miizeme zapsat jako

/ ¢jpi AT = b5, Vi, j (2.41)

Pro¢ u funkei mluvime o prostorech?

Prostor je v matematice velmi abstraktné pojimén jako mnozina prvki, se kterymi
je mozné provadeét jisté operace a mezi kterymi panuji urcéité vztahy — pojem pro-
storu by v nas nemél vyvolavat snahu ztotoznit je nutné s néjakym geometrickym
prostorem. Pouzivame ale geometricky jazyk a tak se ptrece vyplati souvislost mezi
funkénimi a vektorovymi prostory pfipomenout.

Podivejme se na ptiklad linearniho vektorového prostoru. Linearni vektorovy pro-
stor V predstavuje mnozinu prvki, pro které definujeme dvé operace, s¢itani dvou
prvki (4) a nasobenim ¢islem (-). Nejnazornéjsim piikladem je prostor R, jeho
kde prvky jsou vektory, neboli uspofadané N-tice ¢isel. Omezme se na prostor R?,
jehoz prvky si lze snadno pfedstavit jako body v bézném trojrozmérném prostoru.
V prostoru R3 miizeme mit napi. bazi kartézskych os, tedy e; = (1,0,0), ey =
(0,1,0) a e3 = (0,0, 1). Vektor polohy pak muzeme vyjadiit jako

r = xe; +yes + zes (2.42)

Dalsim dulezitym pojmem je skalarni soucin mezi dvéma prvky prostoru u a v,
pro ktery v nasem ptipadé plati

(u]v) = Z wiv; (2.43)

Vsimnéte si, ze skalarni soucin je zobrazeni, které ndm ze dvou vektori udéla
(obecné komplexni) ¢islo.

Pomoci skalarniho sou¢inu pak miizeme definovat nékteré dalsi pojmy. Naptiklad
velikost (norma) vektoru je dana jako

a] = v/{ala) (2.44)

Pomoci skalarnfho sou¢inu také ur¢ujeme kolmost dvou vektori. Dva vektory jsou
kolmé neboli ortogonalni, pokud je jejich skalarni sou¢in nulovy. Pokud jsou
v8echny prvky béze prostoru vzadjemné ortogonélni, mluvime o ortogonalni bézi.
Pokud je navic velikost kazdého vektoru béaze rovna jedné, hovofime o ortonor-
malni bazi. Vyzkousejte si, Zze vySe uvedend béze kartézskych soutadnic je orto-
normalni!
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2.4 Hermitovské operatory

Kvantova mechanika pracuje vyhradné s linedrnimi operatory, aby byl splnén princip
superpozice, tj. jsou-li 11 a 1 vlnové funkce daného systému, pak i funkce ¥ = c191 +
co9, kde 1 a co jsou libovolnéd komplexni ¢isla, je vlnovou funkci uvaZovaného systému.

Linearita operdtoru ale nesta¢i. V kvantové mechanice také pozadujeme, aby byly
operatory predstavujici fyzikalni veli¢iny tzv. hermitovské

f*Hgdx = | gH #* da (2.45)
/ /

kde H je operator komplexné sdruzeny k operatoru H. (Pro¢ je hemiticita definovana
zrovna takto? Souvisi to s predpisem pro skalarni soucin v rov. (2.39)). Hermiticita vypada
na prvni (i druhy) pohled dosti podivné (v8imnéte si, Ze na levé a pravé strané rovnice
pusobi operator na jinou funkci!) a neni zfejmé, pro¢ je pro slusné operéatory potiebna.
Jak si ale hned ukazeme, hermitovské operdtory maji spoustu dilezitych vlastnosti, bez
kterych by nadm kvantova teorie nedévala smysl.

Priklad 2.4

Zadani: Rozhodnéte, zda je operator derivace hermitovsky.
Reseni: Vyuzijeme vzoreéek pro integraci per partes

[ s =52~ [ oL 4=~ [ gar L v

dx
kde jsme v poslednim kroku vyuZili toho, Ze naSe funkce musi byt kvadraticky integrova-
telné, a tudiz jejich hodnota v nekoneénu musi byt nutné nulova. Vidime tedy, Ze jsme
dostali vyraz s opa¢nym znaménkem, a derivace tudiz neni hermitovska. To se da ale
snadno spravit, pokud ji vynasobime komplexni jednotkou i. Rozmyslete si pro¢!

Nyni se podivame na nékolik zadkladnich vlastnosti hermitovskych operatori. Prede-
vsim, vlastni ¢isla hermitovského operatoru jsou realna, jinymi slovy Ze komplexné
sdruzené ¢islo se rovna sobé samému

at=a (2.46)

Tuto vlastnost si dokdZeme. Pro¢ je tato vlastnost kli¢ova si povime v dalsi kapitole.
Uvazujme vlastn{ problém hermitovského operatoru

Af =af
Postupujme tak, Ze nejprve vlastni problém komplexné sdruzime
A*f* — a*f*

Nyni vynasobme zleva komplexné sdruZzenou rovnici funkci f a pavodni rovnici funkei f*
(pfedpokladame normalizaci) a integrujme, dostaneme

/fA*f* dx:a*/ff* dz = a*
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/f*ﬁfdx—a/f*fdw—a
Protoze je operator A hermitovsky, plati
/fA*f* dz = /f*Afdx
a po odecteni poslednich rovnic dostaneme
/fA*f* d.%'—/f*Af dr=0=a"—a
a tedy
coz jsme chtéli dokézat.

Dale ukazeme, 7ze vlastni funkce hermitovského operatoru prislusejici riiznym
vlastnim ¢islim jsou ortogonalni, tj.

Opét si tvrzeni dokédzeme. Predpokladejme platnost vztahi
Afi=aifi a Af;=a;f;

kde a; # a;. Prvni rovnici vynasobime zleva f;‘ a integrujeme, druhou rovnici vynasobime
zleva f a integrujeme, dostaneme

/f;}lfi dx:ai/f;"fi dz a /f;Afj dx:aj/fi*fj dz

Dale komplexné sdruzime naptiklad prvni rovnici a rovnice odec¢teme — diky hermiti-
cité operatoru A jsou levé strany stejné a tedy

0= (ai - aj)/fi*fj dz

P tpravach jsme vyuzili toho, Ze operator A je hermitovsky a Ze hermitovské operéatory
maji readlna vlastni ¢isla. Protoze podle naseho poc¢atecniho predpokladu plati a; # a;, je
ziejmé, Ze musi platit

/fi*fj dz =0

coZ jsme chtéli ukazat.
Na zavér si uvedme bez diikkazu posledni dillezitou vlastnost hermitovskych opera-

2~ 2

tori. Soubor vlastnich funkci hermitovského operatoru vytvari tplny soubor
bazovych funkei daného prostoru funkei (viz dodatek 2.3). To znamené, ze kdyZ plati

Afi=aifi, Vi

pak libovolnou funkci g, mizeme zapsat jako linearni kombinaci

g=> cifi

)

kde ¢; jsou rozvojové koeficienty.
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2.5 Maticova reprezentace operatori

Zabyvejme se jesté na chvili rozvojem funkce do baze daného prostoru. Obecnou funkci
g muzeme rozvinout do tplného souboru funkei ¢;

g= Zcifi

()

Pak pro vlastni problém Ag = ag mizeme psét
Y cAfi=a) cf;
i i

Rovnici vynasobme zleva jednou konkrétni funkei z uplného souboru funkei (napiiklad
funkei f¥, pfedpokladame jejich normalizaci) a zintegrujme

Zci / f;;ﬁlfl dz = aZci/f;;fi dz = acp, (2.48)

kde jsme vyuzili toho, Ze iplny soubor funkei jsou vlastni funkce hermitovského operatoru,
které jsou ortogonalni. Vysledkem je, Ze v sumaci na pravé strané vyrazu (2.48) ziistane
nenulovy jen ¢len acy,. Déile zavedeme novy symbol

A= [ £rfida
kde vyraz A,,; oznacujeme jako maticovy element. Vysledkem je

Z A € = acy, (2.49)

Rovnici (2.49) muZeme zapsat pro vSechna m a vyslednou soustavu m-rovnic zapiSeme
jako rovnici
Ac = ac (2.50)

kde A je matice (m X i) a c je sloupcovy vektor rozvojovych koeficienti.

Vidime, Ze FeSeni vlastniho problému operatoru se redukuje na pocitani s maticemi! To
mé zésadni vyznam z vypocetniho hlediska, nebot jsme prevedli slozity problém diferenci-
alnich rovnic na algebraické rovnice, se kterymi uz si umi poradit poécitace (pozor, musime
ale pouzivat kone¢nou bézi, jinak nadm ani poc¢itace nepomohou). Vidime také, ze vlastni
¢isla operatoru jsou stejné jako vlastni ¢isla korespondujici matice. Za zminku také stoji,
Ze tuto maticovou reprezentaci kvantové mechaniky objevil nezavisle na Schrodingerovi
Werner Heisenberg. A7 pozdéji se ukazalo, Ze jsou obé tyto formulace ekvivalentni.
Zvlasté vyznamna je rovnice (2.50) pro energii

Hc = Ec (2.51)

kde vidime, Ze energii dostaneme hleddnim vlastnich ¢fsel Hamiltonovy matice.
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Braketova notace

V kvantové chemii se ¢asto setkdvame s tzv. braketovou notaci, kterou zavedl Paul
Dirac. V tomto oznaceni piSeme napiiklad

/ f*gdz = (flg) (2.52)

a nebo

Ay = / FrAf dz = (FAIf) (2.53)

V tomto textu se s braketovou notaci setkAme pouze obcas. Ctenar miize toto
znaceni chapat jako uZiteéné zkraceni zapisu a dalsimu porozuméni to nebude ku
Skodé. Nicméné blizsi pohled ukaze i hlubsi divody, jak jsme castecné naznacili
v kap. 2.3. Funkci z daného funkéniho prostoru miizeme chapat jako abstraktni
vektor, nazvéme jej ket-vektor a ozna¢me symbolem | f). Komplexné sdruzeny pro-
t&jsek je tzv. bra-vektor, ktery znac¢ime (g|. Skalarni sou¢in mezi témito vektory je
pak dan

(£lg) (2.54)

coz v kvantové mechanice interpretujeme jako amplituda pravdépodobnosti, se kte-
rou stav f zkolabuje do stavu g.

Kde se dozvite vice?

Operatorové algebra a jeji pouziti v kvantové chemii je popséno v knize J. Fiser, Kvan-
tovd chemie, Academia, Praha, 1983. Detailniho pouceni o vyuZiti operatori v kvantové
mechanice se ¢tenafi dostane v knize M. Havli¢ek, P. Exner, J. Blank, Linedrni operdtory
v kvantové mechanice, Karolinum, Praha, 1993.
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3 Axiomy kvantové mechaniky

Na zacatku dvacatého stoleti se zac¢aly hromadit indicie, Ze s klasickou mechanikou neni
néco v poradku (viz kapitola 1) a je potfeba vybudovat mechaniku novou. Tato nova,
kvantova mechanika je zaloZena na soustavé axiomu, tedy na tvrzenich, které se nedaji
dokazat. Axiomy ale shrnuji dosavadni zkuSenosti. Z téchto axiomu se poté tvoii celd
stavba kvantové mechaniky. Pokud by postulaty vedly k dusledkim, jez by byly v roz-
poru s experimentem, bylo by tfeba se jich vzdat. Postuldty kvantové mechaniky jsou
vybudovany pomoci pojmi, se kterymi jsme se seznamili v predchozi kapitole, takze je
na Case si je tedy nyni stru¢né shrnout.

3.1 Prehled postulata

1. postulat: Stav kvantové-mechanické soustavy je plné uréen vinovou funkei W(x,t).
Pravdépodobnost nalezeni ¢astice v elementu dz kolem g je |¥(x,t)|? dz.

e Pozndmka 1: Prvni postulat je vyjadfenim vlnové povahy Céstic spolu s Bornovou
interpretac{ vinové funkce. Z prvniho postulatu tak vyplyva normaliza¢ni podminka
(1.48), vyjadiujici, Ze Castice musi nékde byt.

e Poznamka 2: Na vinovou funkei jsou kladeny podminky z podkapitoly 1.5.

e Poznamka 3: Nemusime nutné pracovat s vlnovou funkci coby funkeci souradnic
U(xz,t), misto toho si miZeme zvolit jako nezavisle proménnou napf. hybnost a
pracovat s funkei W(p,t), ze které muzeme ziskat hustotu pravdépodobnosti nale-
zeni ¢astice s danou hybnosti. Pro nékteré aplikace, naptiklad pfi studiu elektrické
vodivosti, je tato reprezentace vyhodné&jsi.

2. postulat: Pro kazdou méfitelnou veli¢inu v klasické mechanice (poloha, hybnost)
existuje korespondujici hermitovsky operator.

3. postulat: V experimentu je mozné zméfit pouze hodnoty fyzikalni velic¢iny, které
jsou vlastnimi hodnotami jejiho operatoru.

Dva vyse uvedené postulaty mohou byt povazovany za zobecnéni nasich spekulaci, kdy
jsme spojenim de Brogliova vztahu a klasické vinové rovnice dospéli k Casové-nezavislé
Schrédingerové rovnici. Zjistili jsme pritom, Ze energii ziskame jako vlastni hodnotu ur-
¢itého operatoru.

e Pozndamka 1: Operétory jsou linedrni. Musi byt totiz splnén princip superpozice,
tj. vlny je mozné skladat. Operdtory popisujici fyzikalni veli¢iny musi také byt
hermitovské. Pak totiz budou vlastni ¢isla redlnd, coz bychom u experimentalné
méfené veli¢iny ocekéavali.

e Poznamka 2: Spolu se Schrédingerem jsme vyspekulovali operator celkové energie

- R? d?
H=——+V 3.1
52 TV (@) (3.1)
Porovnanim s klasickym vyrazem pro energii
2

E= f—m +V(2) (3.2)
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miiZzeme usuzovat, ze operator pro polohu bude dana jako nasobeni souradnici
T — x (3.3)

a operator hybnosti bude

. ., 0

p— —ih Ep (3.4)
Prakticky pristup, jak ziskat tvar operatoru rtznych fyzikalnich veli¢in, vyuziva operatory
soufadnice a hybnosti, jak jsme je ted ziskali. Postupujeme pak nésledovné, a) zavedeme
operator soufadnice a hybnosti, b) hledanou fyzikalni veli¢inu na trovni klasické fyziky
vyjadiime pomoci hybnosti a soufadnice, ¢) ve vztahu nahradime hybnost a soufadnici
jejich operétory a ziskidme operator libovolné fyzikalni velic¢iny.

4. postulat: Jestlize se ¢astice nachazi ve stavu popsaném vlnovou funkei ¥(z,t),

pak sada identickych méfeni veli¢iny A povede ke stiedni hodnote?

[ AV dw

(A4 = [ U dx

(3.5)
e Pozndmka 1: Pro normalizovanou vinovou funkci ¢ (kterou budeme déle uvazovat)
je

(A) = / Y* Ay da (3.6)

e Pozndmka 2: Piedstavuje-li operator A funkci A(z) zavisejici pouze na poloze (na-
piiklad potencialni energie), pak interpretace vyrazu pro stfedni hodnotu je zjevna.
Z rovnice

E) = [ @@ e = [Aw @@= [Awv@Pe 60

vidime, Ze jde o soulet (integral) hodnoty potenciélni energie v ur¢itém bodu na-
sobené hustotou pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v tomto bodu. Ctvrty postulat
zde tedy dava jasny smysl. Stejné tak ve stavu v spliiujici Schrédingerovu rovnici

Hy = Ev (3.8)

musi byt primérna hodnota energie rovna energii £. To ale snadno dokaZzeme vynéa-
sobenim rovnice (3.8) komplexné sdruzenou vinovou funkei a prointegrovanim pres
cely prostor

/zp*ﬁzp da = /z/z*Ez/Jda: = E/zp*zp de =E (3.9)

étvrty postulat tyto jednotlivé vysledky pro konkrétni veli¢iny ¢ stavy zobeciuje.

5. postulat: Vyvoj kvantové-mechanického stavu se ¥idi ¢asové zavislou Schrédinge-
rovou rovnici

Lov .
ihy - = HU (3.10)

Jak jsme jiz zminili, s poslednim vztahem se v tomto textu jiz nadéle nebudeme
potkavat.

3Stiedni hodnota N méfeni je definovana jako (A) = + Ziv A;, pro velké N.
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Postulaty kvantové mechaniky nam poskytuji navod, jak prejit od klasické mechaniky
k mechanice kvantové. Za¢neme s klasickym vyrazem pro ur¢itou veli¢inu coby funkci
souradnic, hybnosti a pfipadné ¢asu, A(z, p,t). Kazdou dynamickou veli¢inu jsme schopni
takto zapsat, nebot v klasické mechanice poloha a hybnost plné urcuji stav systému. Pak
staéi jenom ,pfidat st¥isky“, tj. nahradit polohu a hybnost jejimi operatory. Méfitelné
hodnoty pfislugné veli¢iny A pak ziskdme jako vlastni ¢isla operdtoru A. Uvedeny postup
je dobfe vidét napiiklad v oddile vénovaném momentu hybnosti (viz kapitola 5).

3.2 Kvantovai mechanika pro systém o vice ¢asticich

Doposud jsme se zabyvali (aniz bychom to ¢tenafi zdiraznili) pouze jednou ¢astici pohy-

~

bujici se ve sméru osy x. Casové nezavisla Schrédingerova rovnice pak ma tvar

Hy = Ey (3.11)

kde P
H=-——— 12
2m dx? Viz) (3.12)

Zobecnéni na t¥i dimenze je pfimocaré

- n? [ 02 0? 0?
o 9 1
2m <8x2 * oy? i 822> v (3:13)

Zobecnéni pro vice ¢astic pak v podobném duchu

R R R R R hQ h2 h2 h2
H=T1+Ts+T3+ ---+Tn+V =— A — Ay — Ag—....— Any+V
2mq 2mo 2ms 2mpy
(3.14)
kde A je tzv. Laplaceuv operator definovany jako
0? 0? 0?
A 022 + o972 + 022 (3.15)

a kde ¢ ozna¢uje ¢astici (elektron nebo jadro).

Priklad 3.1

Zadani: Zapiste Hamiltontiv operator pro molekulu H;r

TA

TAB
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Reseni: Ton molekuly vodiku ma tfi ¢astice, dvé jadra a elektron. V hamiltonianu tak
budou tii ¢leny odpovidajici kinetické energii pro kazdou z ¢astic. Potencialni energie je
déna coulombovskym pritahovanim ¢i odpuzovanim mezi ¢asticemi. Celkové pak dosta-
neme vyraz

H=— Ay — Ap — A
2ma A 2mp B 2me e+4m—:0

K2 K2 K2 1 ( e? e? €2>
TAB TA B

kde napftiklad vzdélenost 74 je v kartézskych souradnicich

ra=ta—re| = (ta— )2+ (Ya —ye)® + (24 — 2)2

40



4 Neékolik jednoduchych pripadi

V této kapitole se podivame na feSeni Schrédingerovy rovnice pro nékteré jednoduché
situace vedouci k analyticky fesSitelnym tlohédm. Probirané pfipady mohou ptisobit po-
nékud umeéle, ale na druhou stranu diky nim ziskdme zékladni pfedstavu, jak funguje
kvantova mechanika a k ¢emu ndm mitize byt v chemii k uzitku.

4.1 Castice v nekoneéné hluboké potenciilové jamé

V prirodnich védach se velmi casto setkdme se situaci, kdy je pohyb Céstice omezen
v néjakém prostoru. Tak naptiklad molekula plynu se pohybuje pouze uvniti nddoby, ve
které je plyn uzavien. Jiny piiklad — elektron je diky pfitahovani k atomovému jadru
omezen ve svém pohybu na oblast blizkou jadru daného atomu. Tvrzeni ,pohyb ¢astice
je omezen“ znamend, Ze potencialni energie ¢astice mimo vyhrazenou oblast je vyrazné
vys$i nez v oblasti povolené.

Pribéh potencialni energie je pro kazdy piipad jiny, ale zédkladni pfedstavu o chovani
Castice v omezeném prostoru ziskdme jiz z modelu ¢astice v nekone¢né potenciélové jameé.
V tomto modelu je v intervalu (0,a) potencialni energie V(z) rovna nule, tj. V = 0,
a mimo tento interval je potencialni energie nekonecna, tj. V' — oo (viz obrazek 4.1).
Castice je tak uvéznéna uvnitf jamy, tj. v intervalu (0, a), protoZe nemiize mit nekone¢nou
hodnotu energie.

Obrazek 4.1: Nekonecénd potencidlovd jama

Pro vinovou funkci ¢astice mimo jamu plati

() =0 (4.1)

pro x takové, ze x < 0 a z > L. Vyraz (4.1) je vyjadfenim skuteénosti, ze Castice se
mimo potencidlovou jadmu nemiize vyskytovat. Regent Schrédingerovy rovnice mimo jamu
tedy uz mame, zbyva nam vyftesit pohyb ¢astice v jamé. Pro tento pfipad hledame FeSeni
Schrodingerovy rovnice
)
" 2m  da?

— By(a) (4.2)

pro z takové, ze x € (0, L).

Hledame tak vlnovou funkci, kterd pokud bude dvakrat zderivovana da sebe samu
vynasobenou né&jakou konstantou. Takovouto funkei je obecné exponenciala e**, kde A je
obecné komplexni ¢islo, které musime ur¢it. Po dosazeni do (4.2) ziskdme polynom pro

neurc¢enou konstantu A
2mE

=0 (4.3)
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Vytesenim této kvadratické rovnice tak ziskame

" V2mE
h

= ik (4.4)

Cemuz odpovidaji dvé linearné nezavisla feSeni, e** a e % kde jsme jako k oznacili
7”2};“5 Obecné fesent je dano jako linearni kombinace obou partikularnich feseni (disledek

vyzadovaného principu superpozice)
Y(z) = Ael*® 4 Be~ike (4.5)

kde A a B jsou libovolné (obecné komplexni) konstanty.

Vime, Ze vlnova funkce by méla byt spojita a je tedy spojité i ve dvou krajnich bodech
jamy 0 a L. Mimo interval (0, L) je vlnova funkce nulova (4.1) a feSeni (4.5) proto musi
splhovat nasledujici okrajové podminky

$(0) =0 (4.6)
a
(L) =0 (4.7)
Prvni podminku splnime tak, ze polozime A = —B, tj. misto obecné vlnové funkce (4.5)
vezmeme jen funkci ve tvaru
Y(x) = Nsin(kx) (4.8)

kde N je normovaci konstanta. Vyuzili jsme pfitom Eulerova vztahu (28.11). Druhou
podminku (4.7) splnime tak, Ze polozime

kL=mn, n=123,... (4.9)

kde n je pfirozené ¢islo — kvantové ¢islo. V pripadé n = 0 bychom obdrzeli feseni ¢ (x) = 0,
které nema fyzikalni vyznam, nebot ¢astice by se na intervalu (0, L) vibec nevyskytovala.

To je ale zajimavy vysledek! Energie Castice, jejiz pohyb je omezen, je totiz kvantovana,
tj. muZe nabyvat jen diskrétni hodnoty

252 2
whe h 9

E = — -
" omi2 T 8mLe

n=1,23... (4.10)

Kvantovani energie pfitom vyplyva z okrajovych podminek (4.6) a (4.7). Podotknéme, Ze
volna ¢astice miize mit energii jakoukoliv (viz dodatek 28.2), takZe tfeba elektron miizeme
v elektromagnetickém poli urychlit na libovolnou energii.

Vlnové funkce pfislusejici energiim danym vztahem (4.10) jsou

™mx

¥n(z) = Nsin (T) n=1,2,3,... (4.11)

a jsou schematicky ukézany na obrazku 4.2.%

4Ctena¥ miZze namitnout, ze takova funkce nemé vzdy spojité prvni derivace. To je skutetné mozné pro
nespojity potencial.
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e \A/
Wa () \/\ n=2
0 L

P1(x)

Obrazek 4.2: Vinové funkce pro éastici v nekoneéné potencidlové jamé pron = 1, 2, 8

Castice v krabici a hra na kytaru

VInové funkce pro ¢astice v krabici nam mohou pripominat stojaté vlnéni kytarové
struny. Neni to pfekvapivé, vzdyt Schrodingerovy rovnice neni nic jiného nez lehce
upravena vlnova rovnice. Znamena to, ze napnuta struna kmitd pouze tak, jak
popisuji stojaté viny (4.10)7 Ne tak docela. Pokud natahneme strunu, obvykle se
nam to nepodaii tak, aby presné kopirovala napf. sinusovy tvar vlny kmitajici se
zékladni frekvenci. SpiSe ji natdhneme tak, jak je ukdzano na levé ¢asti obrazku,
tedy do tvaru lomené kiivky, kdy se dvé tsecky sbihaji pravé u prstu.

KdyZ se struna uvolni, neza¢ne kmitat pouze se zdkladni frekvenci, ale vibruje se
spoustou soubéznych vibraci, s dvojnasobnou, trojndsobnou, ¢tyfnasobnou frek-
venci (na obrazku vpravo). Lomena kiivka predstavuje tzv. vlnovy balik, ne-
bot vlnu je mozno rozlozit do linedrni kombinace jednotlivych stojatych vin. Vina
s n = 1 kmita se zakladni frekvenci, ostatni vlny kmitaji s tzv. vy$simi harmo-
nickymi frekvencemi. Podle toho, jak strunu pfesné natdhneme, dostaneme rtiznou
piimés vyssich harmonickych frekvenci (hudebnici mluvi o alikvotech) a tim i rtz-
nou tzv. barvu ténu.

S vinami popisujici elektrony je to iplné stejné. Mizeme vytvofit elektron ve stavu,
ktery neni dan nékterym ze stacionarnich stavi. Kazdy takovyto stav je ale mozné
vyjadrit jako kombinaci stacionarnich stavi.
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Zbyva nam urcit normovaci konstantu N ze vztahu (4.11) z normaliza¢ni podminky

/ | V|2 sin? (?) do =1 (4.12)
=0

N = \/E (4.13)

Zamysleme se jesté na chvili nad dosazenymi vysledky. Energie F,, stacionérnich stavt
jsou vétsi nez nula. Stav s energii E, = 0 neni pro jamu o konec¢né sifce L moZny, kvan-
tové mechanicka ¢astice v omezeném prostoru se tudiz nemuze zastavit. To je v souladu
s relacemi neurcitosti, zastavena ¢astice by totiz méla nekonecnou neurcitost v poloze.

tvv s

Na Ctenari ponechédvame ukézat, Ze

nazyvame energii nulového bodu.
Vyse ziskané vinové funkce v, (z) pro ¢astici v nekoneéné 1D jamé jsou ortogonalni
resp. ortonormalni (tj. ortogonélni a zaroven normalizované)

/0 0t (1)1 (2) A = Sy (4.14)

kde &, je Kroneckerovo delta. Ortogonalita vinovych funkei by nas neméla prekvapovat,
v kapitole 2.4 jsme si uz ukazali, Ze vlastni funkce libovolného hermitovského operatoru
by mély byt ortogonélni — a hamiltonian hermitovskym operdtorem je. VSimnéme si také,
Ze pocet uzlovych bodu, tj. bodu, kde ¥, (x) = 0, je roven n — 1.

Castice v krabici a Fourierovy fady

Hamiltonian je hermitovsky operator, a tudiz jeho vlastni funkce 1, (z) tvofi uplny
soubor funkei na ptislusném Hilbertové prostoru. V tomto pfipadé tedy vSechny
kvadraticky integrovatelné funkce s okrajovymi podminkami ¢(0) =0 a ¢(a) =0

miiZzeme zapsat jako
f(z) = Z Cp Sin (?) (4.15)
n

Tato fada ale nepredstavuje nic jiného nez specialni pripad Fourierovy rady, se
kterou se v piirodnich védach casto setkavame.

J

Srovnejme si jesté chovani klasické a kvantové Castice v potencidlové jamé. Klasicka
Castice by mohla mit libovolné nizkou, i nulovou, energii. Nachézela by se se stejnou
pravdépodobnosti v libovolném bodu prostoru. Kvantova ¢astice naproti tomu musi vzdy
mit minimalni energii a pravdépodobnost jejiho vyskytu je nerovnomérna. MiZeme se
ptat, kdy uz skutec¢nou ¢astici (ktera je pochopitelné vzdy kvantovd) miZeme povaZzovat
za dostatecné klasickou. Z vyrazu (4.10) vidime, Ze tomu tak bude napiiklad pro velké
hmotnosti ¢astice nebo pro komparativné malou hodnotu Planckovy konstanty.

Doposud jsme fesili pouze pohyb ¢astice v jednorozmérné jameé. Rozsifeni na trojroz-
mérnou krabici je intuitivni. Zde bude potenciélni energie V' (z,y, z) = 0 vSude v oblasti
0<2<L;,;0<y<L,a0<z2<L, kde L, Ly, L, jsou rozméry uvazované jamy.
Mimo tuto oblast je potencialni energie nekonecna, V — oo.
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Schrédingerova rovnice pro tento problém je

n% [ 02 0? 0?

2m

a jeji feSeni najdeme pomoci metody separace proménnych (viz kapitola 6.1). Vinova
funkce Castice v 3D jameé je pak

8 . [(Tnzx . [T . [T,z
/ll}nz,ny’nZ(x,y’Z):\/LxTyLZSln< Lz >Sln< Lzy> Sln( Li ), nxany7nzz]-a2a3a"'

a ji odpovidajici energie

2h2 [ n? ni n?
Enynym. = o L—§+L—Z—|—L—§ . Mg My,ms =1,2,3, ... (4.18)

Na rozdil od 1D pripadu se zde setkavame s degenerovanymi energetickymi hla-
dinami. To znamen4, Ze dané energii odpovida nékolik nezavislych vlnovych funkei. Na-
piiklad pro ¢astici v krychli (L, = L, = L) budou stavy s n, = 2,n, = 1,n, = 1 mit
stejnou energii jako stavy n, = 1,ny, = 2,n, =1 an, = 1,ny, = 1,n, = 2. Pijde pfitom
ale o stavy odlisné.

Pouziti v chemii: Metoda FEMO

Pomoci modelu ¢astice v nekoneéné potencialové jamé muzeme zformulovat asi nej-
jednodussi semiempirickou kvantové-chemickou metodu, nékdy ozna¢ovanou zkrat-
kou FEMO (z angl. Free Electron Molecular Orbital). Ve FEMO metodé predpokla-
dame, Ze elektron se pohybuje volné a nezavisle na ostatnich elektronech v oblasti
dané rozméry molekul (rozmér molekul musime ovSem znat, coz ¢ini z této metody
pristup semiempiricky).

Podivejme se na prakticky piiklad, kde pomoci metody FEMO zkusime ur¢it barvu
kyaninové barvicky (CHsz)sN"=CH-(CH=CH-)3N(CHs)2. Pii absorpci svétla se
excituji nejméné véazané elektrony v molekule, v nasem piipadé to jsou 7 elek-
trony. Ve schematickém nékresu této slouceniny se pravidelné stiidaji jednoduché
a dvojné vazby, ve skutecnosti jsou v8ak vSechny vazby stejné dlouhé, piiblizné 140
pm, a elektrony se tak mohou volné pohybovat po celé délce fetézce mezi koncovymi
atomy dusiku, avSak za atom dusiku se nedostanou dale nez na vzdalenost jedné
vazebné délky. Skute¢ny potencial, ve kterém se elektrony pohybuji (viz nasledu-
jici obrazek) tak muzeme nahradit jednorozmérnym modelem pro ¢astici v krabici
o rozméru (v pm) L = N -140+ 280, kde N je pocet vazeb, v nasem piipadé N = 8,
a 280 pm pridavame kvili koncovym skupindm (2 - 140 pm).
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N-C-C-C-C-C-C-C-N
x=0 x=1L

Pro energetické hladiny ¢astice v krabici plati
h2n?

8mL2’
Delokalizované 7t elektrony jsou umistény do jednotlivych energetickych hladin dle
Pauliho vylu¢ovaciho principu. Nage molekula obsahuje 10 delokalizovanych 7t elek-
tronti, obsazeno tedy bude 5 hladin. Elektronovy prechod s nejnizsi energii odpovidéa
prechodu jednoho elektronu z nejvyssi obsazené energetické hladiny s n; = 5 do

n==6
r
n=>5

E, = n=1,23,... (4.19)

S
I

=
Il

Hd f

]
Il

Vinova délka svétla, ktera vyvola tento prechod, pak musi byt

he
A= NG (4.20)

kde

h? 2 2
= e (n2 = nl) (4.21)
V naSem piipadé je rozmér potencidlové jamy L = 1400 pm. Pro AF pak plati

(6,625 - 10734)2

AFE

AE = -11=3,38-1077J 4.22

8-9,103- 1031 . (1,4-1079)2 ’ &,
Odtud po dosazeni ziskdme vlnovou délku
h 6,626 - 1073%-.3.0- 10%

h= e = ) = 5,88-10~"m = 588 nm (4.23)

AFE 3,38 -10-19
Podle naseho jednoduchého vypoctu by tato molekula méla absorbovat zluté svétlo,
jeji barva by tedy byla ¢ervenofialova (dopliitkova k zluté). Ve skuteénosti absorpéni
maximum lezi u 519 nm a barvivo je ¢ervené, nicméné i takto jednoduchy model
nam poskytnul docela dobry odhad.
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4.2 Castice v jaAmé konecné velikosti a pravoihla bariéra

Elektron pohybujici se v atomu ¢i molekule je ve svém pohybu omezen, ale ne absolutné.
Pokud do néj stréime s dosti velkou intenzitou, tak jsme jej schopni od molekuly od-
délit, dochazi k ionizaci. Model Géastice v nekoneéné potencidlové jamé tuto skuteénost
nedokéze popsat. Zkusme tedy model malicko vylepsit. Méjme potencial, ktery je nulovy
uvnit¥ krabice, tj. pro 0 < x < L je V(z) = 0, ktery nahle vzroste na hodnotu V mimo
tento interval, jak je vidét na nasledujicim obréazku.

T V=V,

Obrazek 4.3: Modelovy potencidl pro éastici v jamé konecéné velikosti

Mame ted tii oblasti a pro kazdou z nich miZeme fesit Schrodingerovu rovnici zvI1ast.
Uvazujme pfitom situaci, kdy energie Castice je mensi neZ ioniza¢n{ energie, £ < Vj.
V oblastech kde V' (z) = Vj je feSeni Schrédingerovy rovnice nasledujici

Y(z) = A + B'e™¥* pro z < 0 (4.24a)
Y(z) = A" 4+ B"e ¥ pro x> L (4.24b)

kde k' = 1/2}1—@(% — E). Hned vidime, ze B’ = A” = 0, jinak by vlnova funkce nebyla
kvadraticky integrovatelna (pro x — —oo i pro x — —oo je ¥(z) — 0).

Pro ¢astici v jameé je postup FeSeni stejny jako pro piipad ¢astice v nekoneéné poten-
cidlové jamé. Uprostied jamy ma tedy vinova funkce tvar

Y(z) = Aelf® + Be~ike (4.25)

kde A a B jsou opét obecné komplexni konstanty a k = 4/ %"E
Na hranicich jednotlivych oblasti musi byt pfitom vlnové funkce spojité a musi mit

spojité prvni derivace. Koeficienty A a B zvolime tak, aby tyto podminky byly splnény.
Ziskané spektrum energii (E,) je ponékud odlisné od feSeni pro ¢astici v nekone¢né poten-
cialové jameé se stejnou sitkou (E5°), konkrétné pro L = 0,4 nm a Vp = 14 eV dostavame
n=1 E; =147eV  EX® =236 ¢€V,
n=2 FEy=5T74eV ES=943¢V,
n=3 FE3=11,99eV E =21,24¢V.
Pov&imnéme si nékolika skutecnosti

e V jamé konec¢né velikosti se nachézi pouze koneény pocet vazanych stavi.

e Energie pro dany stav je nizsi nez energie pro nekone¢nou potencialovou jamu (po-
zor, energie zavisi i na hloubce jamy).
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x=0 x=L

Obrazek 4.4: Modelovy potencidl pro édstici v jamé konecné velikosti s TeSenim pro
jednotlivé oblasti pro E < Vj

e VInovéa funkce zasahuje i do oblasti, ktera mé vétsi energii nez méa dana castice,
tj. existuje urcitd pravdépodobnost, Ze se ¢astice vyskytne v oblasti mimo jamu.
Mluvime o kvantové-mechanickém tunelovani.

Toto pozorovani ale neni pirekvapivé. Vlnova funkce v jameé konec¢né velikosti zasahuje

i do klasicky nedovolenych oblasti, jak je patrné na obrazku 4.5, takze prislusna vlnova
délka je delsi nez pro pripad nekonec¢né jamy a odpovidajici energie nizsi.

N\
=N

/&/\

L:O54nm L:O,4nm

Obrazek 4.5: Schematicky ndkres vinovijch funkci pro tii vdzané stavy v modelu ko-
necéné potencidlové jamy s Vo = 14 eV (ndkres vlevo). Odpovidagict vinové funkce v mo-

vy o

delu nekonecné jamy maji mnohem vyssi energii (ndkres vpravo)

Vsimnéme si navic, ze k vét${ mife tunelovani dochézi se zvysSujici se energii. Kdyz
umistime dvé potencidlové jamy vedle sebe, dostaneme primitivni model chemické vazby.
7 obréazku 4.6 je pak tfeba patrné, pro¢ se na chemické vazbé tcastni predevsim valenéni
elektrony. VIlnova funkce silné vazanych elektront ve vnitfnich slupkach pfili§ nezasahuje
mimo potencidlovou jamu, takze pii pfiblizeni atomil na vazebnou vzdalenost se vinové
funkce vibec neprekryvaji. Naproti tomu u nejméné vazanych elektrond, jakymi jsou
valen¢ni elektrony, vlnové funkce mimo jamu klesaji pomalu a v oblasti mezi jdmami
maji dostateény prekryv pro vznik chemické vazby.
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Obrazek 4.6: Prekryv vinovijch funkci pro dvé jamy konecéné velikosti

Podivejme se jes$té na jiny ptipad, kdy ¢astici v konecné potencidlové jamé pfevratime
(viz obréazek 4.7). Takovyto potencial predstavuje model napiiklad pro chemickou reakci
s bariérou. Na levé i pravé strané od bariéry budeme mit volnou ¢astici s oscilujici vlnovou
funkci. Pod samotnou bariérou bude pak vinova funkce exponencialné klesat

Y(z) = AeF® (4.26)

kde je opét k' = 4/ w Veli¢ina % = ’/WE—E) mé rozmér délky a obvykle se

o ni mluvi jako o ,délce tlumeni“. Cim vice se bliZ{ energie ¢astice bariére, tim v&tsi je
pravdépodobnost, Ze ¢astice bariérou projde.

x=LV=0
Obrazek 4.7: Schematicky ndkres potencidlu s bariérou

Potrad ale bude existovat moznost, zZe Castice s energii mensi nez je vyska bariéry
projde skrze bariéru. Jde opét o projev kvantové-mechanického tunelovani.
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Tunelovani v chemii

Prichod ¢éstice bariérou patii k nejvyraznéjsim rozdilim kvantové a klasické me-
chaniky. Pomoci tohoto jevu byl napiiklad vysvétlen a rozpad atomovych jader, ve
kterém jadro helia tuneluje ven z atomového jadra. Na zakladé tunelového efektu
funguje skenovaci tunelovaci mikroskop, ve kterém se méfi proud (tedy pravdépo-
dobnost priichodu elektronti), jehoZ intenzita je dana vzdalenosti kovového hrotu

od vodivého povrchu. Tuto vzdalenost a morfologii povrchu lze tak zmérit na za-

h2
2m(Vo—F)
tunelovani ovliviiuje rychlost chemickych reakci. Dobie vidét to bude naptiklad
pii reakcich, v nichz vystupuji lehké ¢astice. Dobrym piikladem je t¥eba vyména
protonu pii reakci alkoholu s alkoholatem

kladé rovnice pro délku tlumeni % = . Pro chemika je zajimavé, ze

R;O0~ + R:OH — R;O0H + RO~

Tunelovaci mechanismus této reakce experimentélné snadno odhalime nahrazenim

v

atomu vodiku za jeho téz8i analog, deuterium. Rychlost reakce by méla vyrazné
poklesnout, nebot deuterium je dvakrat t&73i a tudiz klasi¢téjsi. Podotknéme jesté,
ze pri dostatecné nizkych teplotach se tunelovani miiZe silné projevit i u podstatné
tézsich ¢astic neZ je vodik, napiiklad u uhliku (t¥eba pfi reakei uzavirani kruhu tri-

pletnich 1,3-biradikala, viz W. T. Borden, WIREs Comput Mol Sci., 6, 20 (2016)).

4.3 Harmonicky oscilator

Linearni harmonicky oscilator (LHO) je model popisujici ¢astici na pruZince (pokud tu
pruzinku nenatahujeme pfilis). Fyzikové maji LHO ve veliké oblibé, protoZe se s nim
jednak dobfe pracuje a za druhé predstavuje zakladni model pro feSeni nejriznéjsich
problémi, tepelnymi kapacitami pevnych latek pocinaje a elektromagnetickym polem
koncée. Harmonicky oscilator maji v tcté i chemikové, mimo jiné proto, Ze pomoci néj
popisuji vibrace molekul.

Potenciélni energie harmonického oscildtoru odpovida prvnim ¢lenim Taylorova roz-
voje obecného potencialu V(x) v okoli minima x = zg

2
V() = V(zo) + <‘;Z>” (¢~ 20) + (jb;) @ @2
0 r=x0
Tento model se ¢asto pouZziva pro popis vibraci viceatomovych molekul (vibrace mizeme
popisovat s vyuzitim tzv. normalnich soufadnic pomoci systému nezavislych LHO, viz
kapitola 14.2). Musime si byt ale védomi jistych omezeni tohoto modelu. Skute¢na poten-
cialni energie molekuly (a nebo pruzinky) ma tvar, jaky je vidét na obrazku 4.8, molekuly
se zkratka v jisté chvili roztrhnou. To model LHO nezahrnuje. Pro malé vychylky je to
ale model obvykle pfijatelny.
Prvni derivace potencidlu je v minimu rovna nule, navic zvolime-li vhodnou referenéni
hladinu, napfiklad ode¢tenim hodnoty V' (z¢), vztah (4.27) se zjednodusi do tvaru

2
Vi(z) = % <i;§>m_m (z — o) (4.28)
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ktery odpovidé potencidlu LHO. Druhou derivaci potencidlu oznacujeme jako silovou
konstantu k.

Pfipomenme si nejdiive klasické pohybové rovnice pro harmonicky oscilator. Pohybo-
vou rovnici popisujici pohyb ¢astice je pak druhy Newtoniv zakon

d’z
Obecnym feSenim této diferencialni rovnice je
x = Acos(wt) + Bsin(wt) (4.30)

kde A a B jsou konstanty, které se urci z pocateéni podminky a w je thlova frekvence

oscilatoru
k
w=2mr =4/ — (4.31)
m

a potencialni energii harmonického oscildtoru mtizeme pak prepsat jako

V(z) = %mw%z (4.32)

R

Obrazek 4.8: Skuteénd potencidlni energie dvouatomové molekuly (plnd édra) a model
LHO (pFeruSovand édra). Rovnovdznd vzddlenost R, odpovidd minimu na kfivce poten-
cidlni energie, (R) je vibracné zprimérovand vzddlenost. Pro harmonické systémy je
(R.) priblizné stejné jako (R)

UkéZeme si nyni kvantové feSeni. Vyjdeme ze Schrodingerovy rovnice, kde za poten-
cialni energii systému dosadime potencialni energii LHO

2 2
(- gories + gmea? ) vla) = Eu(o (433)

Rovnici (4.33) matematici dokazi snadno fesit, byt je FeSeni lehce otravné. Strucné, jak
by se postupovalo. Schrédingerova rovnice pro LHO (4.33) je diferencialni rovnici s ne-
linearnimi koeficienty u nulté derivace. Tento typ rovnice se TeSi tak, Ze nejprve rovnici
upravime do tvaru

a2 omE  m2w?
(@) + <7;;2 - mh;" x2> W(z) =0 (4.34)
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Rovnice ve tvaru (4.34) se déle Fesi zavedenim bezrozmérnych proménnych

mw
a= % (4.36)
' Ao 2B (4.37)
— .
Rovnice (4.34) tak nabude tvar
d2
2+ (-l =0 (439

Pri feSeni se dale postupuje tak, Ze nejprve hledame asymptotické feseni vinové funkce
¥ pro & — +o00, kdy v rovnici (4.38) ¢len s \ zanedbavame. Vysledkem je asymptotické
feSeni ve tvaru

P(€) = Ae_§ + Beé (4.39)

kde A a B jsou libovolné konstanty. Pro B # 0 ve vyrazu (4.39) vlnova funkce diverguje
a nelze ji normovat, proto se vlnova funkce ¥ (&) asymptoticky chové jako funkce

2
Y(E) =Ae™= (4.40)
a tak muZeme TeSeni rovnice (4.38) hledat ve tvaru
2

W(E) = v(€)e T (4.41)

kde v(§) je zatim neurc¢enéd funkce. Dosadime-li pfedpokladané feseni (4.41) do rovnice
(4.38), dostaneme po malé tpravé diferencialni rovnici

d%v dv
d7§2_2§d7§+()\_1)1):0 (4.42)

Diferencialni rovnice (4.42) se fesi pomoci rozvoje hledané funkce v mocninou fadu, kde
nakonec dojdeme k rekurentnimu vztahu mezi koeficienty fady. Aby funkce v(&) pro £ —
400 nedivergovala, musi dosud neurcité X\ spliiovat podminku

A=2n+1, n=012,... (4.43)

S prihlédnutim ke vztahu (4.37) dostaneme pro energie stacionarnich stavi

1
En:hw<n—|—2>, n=0,1,2,... (4.44)

Vidime, ze kvantovani energif je opét dano okrajovymi podminkami kladenymi na uvazo-
vany systém. Z rovnice (4.44) také plyne, ze kdyZ za n dosadime n = 0, neboli pocitame
energii nulové hladiny LHO, dostaneme

Ey =

% (4.45)
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Energie zékladniho stavu je, podobné jako v piipadé ¢astice v nekoneéné potencidlové
jameé, nenulova. To je podstatny rozdil oproti klasické fyzice, kde ¢astice mtuze mit nulovou
energii v minimu potencialni energie V().

Nenulovost energie tizce souvisi s relacemi neurc¢itosti. Energie (4.45) je nékdy ozna-
¢ovana jako energie nulovych kmiti a lze ji naptiklad ovérit v pfipadé kmitd krystalové
miizky, kde na rozdil od klasické fyziky vlivem nenulovosti kmitt nevymizi rozmazani
difrakéniho obrazce ani p¥i snizovani teploty k absolutni nule 7' — 0.

Provedeme-li zpétné dosazeni vSech pouzitych substituci a provedeme-li normalizaci
vlnové funkce, ziskdme vlnové funkce LHO ve tvaru

i1 _as?
¢n(x):<%> T €, n=0,12, (4.46)

kde funkce H, (&) je funkce v(&) ze vztahu (4.41) a nazyvame je Hermitovy polynomy

H,(¢) = (—-1)" 652(?; ¢ (4.47)

Priklad 4.1
1

Zadani: Molekula HCI silné absorbuje v infra¢ervené oblasti spektra u 2991 cm™'.
Spoctéte silovou konstantu k pro tuto molekulu.

Reseni: V molekule HC1 kmitaji oba atomy, amplituda kmitani pro atomy ale neni stejna,
protoze maji rozdilné hmotnosti. Mzeme si ale predstavit, ze kmita jen jedna Castice, které
prisoudime redukovanou hmotnost p (viz nasledujici obrazek, blizsi vysvétleni v kapitole
6).

T T

— 1 "2 mym,

m m, ro AT m,
teziste teziste

Redukovana hmotnost je tedy

mumer 1,008 - 34,969 .
- - — 0,979 g mol
B m +me, 1,008 +34,969 08O

MiZeme si vSimnout, Ze je témér rovna hmotnosti vodiku!
Vime, Ze v pfiblizeni harmonického oscilatoru plati pro hlovou frekvenci kmitéani

k
w=2mv =4/ —
1

P1i absorpci v infrac¢ervené oblasti dochazi k excitaci ze zakladni vibra¢ni hladiny do vyssi.
Pro frekvenci absorbovaného fotonu plati

v=cv=3-10%.2991-10% = 8,97 - 10* Hz
Pro k pak plati

k= (2m)?u = (28,97 -10'%)2.0,9796 - 1,66 - 10727 = 516 Nm~*
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Elektromagnetické pole jako soustava harmonickych oscilatort

Klasicka energie nesena elektromagnetickou vlnou je

1 B
E = i (50Eg sin?(wt) + =2 cos? (wt)> (4.48)
Ho

kde Ej je amplituda intenzity elektrického pole, By je amplituda magnetické in-
dukce a w je frekvence. Prvni ¢len odpovida energii elektrického pole, druhy energii
magnetického pole. Obé tyto ¢asti nesou v priméru stejnou energii, jen si ji mezi
sebou prelévaji. Prvni ¢ast si oznacme jako funkei g(t)

q(t) =4/ %E@ sin?(wt) (4.49)

a druhou ¢ast jako funkci p(t)

p(t) = | /2‘;033 cos?(wt) (4.50)

Aby si byly obé ¢asti rovny (a energie se tak zachovavala) musi platit

B3

€OE§ - Ho

(4.51)

Funkci p(t) tak muzeme prepsat jako

p(t) = \/%EO cos®(wt) (4.52)

Hned vidime, Ze celkovou energii mizeme napsat jako

1
E=3 (p* + w’q?) (4.53)
coz je ale vyraz pro energii klasického harmonického oscilatoru ¢astice o hmotnosti
m = 1. Elektromagnetické pole tak miizeme vidét jako harmonicky oscilator. M-
zeme pritom aplikovat kvantové-mechanicka pravidla i na tento elektromagneticky
oscilator, kdy pro energii dostaneme

B, = <n + ;) i (4.54)

Vidime ted, Ze energie elektromagnetického pole je kvantovana a Ze u elektromag-
netického pole existuji nulové kmity. Mezi q a p, které odpovidaji elektrickému a
magnetickému poli, plati relace neurcitosti. I vakuum by tam mélo obsahovat nu-
lové elektromagnetické kmity — a jakkoliv to zni podivné, experimenty jsou s touto
predstavou v souladu.
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5 Rotace v kvantové mechanice

Rota¢ni pohyb a s nim souvisejici moment hybnosti na prvni pohled neptisobi jako téma,
které by bylo pro chemika obzvlasté palcivé. Ve skutecnosti je ale z kvantové teorie pro
jako rota¢ni kvantové ¢islo v mikrovinné spektroskopii — vSechny tyto pojmy jsou spojeny
s momentem hybnosti. NemuZzeme asi predstirat, Ze by Slo o téma pro chemika piilis
zédbavné — o to je vSak dilezitéjsi.

V této kapitole se nejprve podivame na pohyb po kruznici, kde pomérné snadno zjis-
time, Ze rotacni energie a také moment hybnosti jsou kvantovany. Poté se ponofime do
forméalnéjsich detailti kvantové teorie rotace, celkem dikladné probereme vlastnosti ope-
ratord momentu hybnosti a zjistime, jaké hodnoty tato dilezita veli¢ina muZe nabyvat.

5.1 Pohyb c¢astice po kruznici

Podivejme se nejdiive na ¢astici, kterd se pohybuje po kruznici. Cten4f si mize predstavit
tfeba 7t elektron molekuly benzenu, ktery rotuje v podstaté bez bariér podél uhlikového
skeletu. Energie rota¢niho pohybu je svazéna s velikosti hybnosti dané ¢astice p a tim
také s momentem hybnosti. Zvolme si soustavu soutadnic zyz a uvazujme pohyb v roviné
xy. Pak z-ova slozka momentu hybnosti je dana jako L, = pr

2m;  2myur?

(5.1)

kde m;r? = I nazyvidme momentem setrvacnosti. Hmotnost ¢astice budeme v této kapitole
oznacovat jako m;, aby se nadm nepletla s kvantovym ¢&islem m, které za chvili zavedeme.

Moment hybnosti mizeme s pomoci de Brogliova vztahu mezi hybnost{ a vlnovou
délkou zapsat jako L, = j:%. Vinova délka A ale nemize byt libovolna, nebot Gastice
se pohybuje na kruznici. Po oto¢eni o thel 27t musi mit vinové funkce stejnou hodnotu
(viz obrazek 5.1). To bude splnéno tehdy, jestlize obvod kruznice bude roven celistvému
nésobku vinovych délek

27tr = mA (5.2)
pro libovolné m = 0,+1,+2,... Zjistujeme tak, Ze moment hybnosti miZe nabyvat jen
uré¢itych hodnot — je kvantovan

hm

a tudiz je kvantované také energie pohybu rotujici ¢astice

L? B h?m?

= = 5.4
2m;r2  2myr? (5:4)

Ziskali jsme tak rychle dvoji pouéeni. Pfedné vidime, Zze kvantoviny mohou byt i jiné
veli¢iny nez energie — zde napiiklad moment hybnosti. Déle vidime, Ze rota¢ni energie je
kvantovana, poznatek zasadni dilezitosti pro nejriznéjsi spektroskopie.
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Obrazek 5.1: Vinovd délka pro cédstici pohybujici se na kruznici je takovd, Ze na kruz-
nici se vejde jeji celoéiselny ndsobek (vlevo). Pokud by vinovd délka éastice na kruznici
nevyhovovala rovnici (5.2), funkce by byla nespojitd (vpravo)

Priklad 5.1

Zadani: V benzenu se 6 7t elektrontt pohybuje po kruznici o poloméru r = 1,4 A (viz obra-
zek). Pouzijme pro tento piipad variantu FEMO, tj. elektrony se po kruhu pohybuji volné
a nezavisle na ostatnich elektronech. Elektronovou konfiguraci mizeme napsat jako m2m*
(viz nasledujici obrazek). Vypodcitejte vinovou délku odpovidajici elektronovému pfechodu

—H— H-=
—H 5

tedy platit
h2

AE =Fy— Ey = 22 —12
2 YT omr? ( )
Zaroven ale plati rezonan¢ni podminka
hc
AE = —
A

Spojenim téchto rovnice dostaneme

 8myr2en®  8-9,109-107% - (1,4-10719)2. 3. 108 - 7

_ — 921
A 3h 36,626 - 10-34 Snm

Experimentalni hodnota 268 nm, nejsme tedy pfili§ daleko od pfesné hodnoty.
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Ke stejnému vysledku jako v rovnici (5.4) dojdeme (byt trochu komplikovanéji) i
pifimym FeSenim Schrodingerovy rovnice. Hamiltonidn pro ¢éstici na kruznici miZeme

zapsat jako
. R [ 0? 0?
H=—|—+4+— 5.5
2m; (8x2 + 8y2> (5:5)

pricemz ale musi platit vazna podminka
2?4 y? =r? (5.6)

kde r je polomér kruznice. Kartézské soufadnice se pro tento problém moc nehodi a
bude praktic¢téjsi prevést hamiltonidn do polarnich soufadnic r a ¢, které jsou spojeny
s kartézskymi soufadnicemi vztahy

T =rcoso (5.7)

y=rsing (5.8)

protoze 7 je vzdalenost bodu od zvoleného pocatku a ¢ je thel, ktery svird pruvodic
uvazovaného bodu s osou x. Transformace operéatort je tiloha sice ponékud zdlouhava, ale
ne zvlast obtizna.

Vysledné Schrodingerova rovnice v polarnich sourfadnicich m4 jednoduchy tvar

9°v  2IE

o~ w (5:9)

ktery je identicky s tvarem Schrédingerovy rovnice pro ¢éstici v jednorozmérné potenci-
alové jamé (viz rovnice (4.2)), aZ na dva detaily. Hmotnost m je nahrazena momentem
setrvacnosti I. A okrajové podminky zde nabyvaji tvar

U (¢ + 2m) = U() (5.10)

ktery vychazi z vyse diskutovaného argumentu o jednozna¢né definovanosti vinové funkce.
Regeni Schrodingerovy rovnice je dano jako
1

T(p) = Eeimd’ (5.11)

kde m = £¥ ZhIE Podminka (5.10) vede k podmince pro m ve tvaru

e?mm — 1 (5.12)

z ¢ehoz vychézi jiz zminéna podminka pro kvantové ¢islo m = 0,+1, 42, ... Snadno pak
ziskdme i vyrazy pro kvantovanou hodnotu energie (5.4) a momentu hybnosti (5.3).
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Diferencialni operatory v polarnich souradnicich

Pro vyjadfeni operatort v jinych soufadnicich si musime pFipomenout derivace

slozenych funkci. Napiiklad pro derivaci slozené funkce ¥ (r(z,y), ¢(z,y)) podle x
plati

Ou(r(z,y), ¢(=,y)) _ 0 8¢ Oy Or

Ox - 0¢ Ox  Or Oz

Potfebujeme predevsim vyjadfit ¢len %, ktery ziskame derivaci rovnic transfor-

(5.13)

magcnich vztahu pro pfechod do polarnich souradnic

9 9
5 = i

1Y)

2’ x2+y2 72 r

(5.14)
Pak také potiebujeme ziskat vyraz %. Zagneme tim, Ze zderivujeme rovnici (5.6)
na levé i pravé strané (na pravé strané derivujeme sloZzenou funkei)

arctan —

Y 1 Y Y rsin ¢ sin ¢
) - b e

or
2x = 2r — 5.15
73 " 5 (5.15)
7Z toho ale vidime, Ze
% = % = cos ¢ (5.16)

Pro operaci derivovani dle x dostaneme

0 sing 0

0
= _ - 5.17
ox r  0¢ oy or ( )
Podobné se da odvodit vztah pro derivaci podle y
0 cos¢ 0 0
— = — +sin¢ — 1
By " 96 +sin ¢ o (5.18)

Pro ucely popisu pohybu po kruznici bude druhy ¢len nulovy, nebot vzdalenost r
povazujeme za konstantni, takze druhy ¢len na pravé strané mutizeme vynechat.
Nechavame na tvaze ¢tenari, zda si zkusi dokazat, ze

0? 0? 1 02

5.2 Rotace ¢astice ve trech rozmeérech

Na prikladu ¢astice rotujici po kruznici jsme celkem rychle vidéli, Ze rota¢ni energie i
moment hybnosti jsou kvantované. Pfi pohybu ¢astice ve tfech dimenzich je situace lehce
slozitéjsi. Pritom pro chemika je to diilezita tiloha — tfeba elektron v atomu vodiku je toho
prikladem. Klasickd mechanika nés opét uci, Zze energie ¢astice rotujici v trojrozmérném

prostoru je opét spojena s velikosti vektoru momentu hybnosti

2
LU
2m;r?
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Pokud tedy budeme schopni vypocitat energii rotujici ¢astice, ziskdme tak i mozné
hodnoty momentu hybnosti a naopak, z hodnot momentu hybnosti ziskaime mozné rotacni
energie. Vydame se ted druhou cestou a budeme se snaZit ziskat mozné hodnoty momentu
hybnosti.

5.2.1 Operator momentu hybnosti

Pti odvozeni kvantové mechanického operatoru momentu hybnosti vyjdeme z toho, Ze
moment hybnosti L je vyjadien pomoci vektorového sou¢inu pozice r a hybnosti p

L=rxp (5.21)

pro které zname prislusné operatory (viz vztahy (2.8) a (2.7) v kapitole 2, v pfislusnych
kapitolach jsme zavedli operatory v 1D, zde dale pracujeme ve 3D)

p=—iAV a F=r (5.22)

Dosazenim operatori (5.22) do defini¢niho vztahu momentu hybnosti (5.21) ziskame ope-

rator hybnosti R
L=—-ih(rx V) (5.23)

Pro jeho slozky plyne z definice vektorového sou¢inu

- . 0 0
Ly =9p, — 2p, = —ih <y82 — Zay) (5.24)
> in A 0 0
> o A : 0 0
L, =&p, —yp, = —ih (x(‘)y - ?J&C> (5.26)

Podobné jako pro pohyb ¢astice na kruznici, ani pii pohybu ¢astice na kouli nejsou kar-
tézské souradnice piili§ praktickou volbou. Muzeme ale pouzit sférické soutadnice (7, 6, ¢),
kde r je vzdalenost bodu od zvoleného pocatku, 6 je thel, ktery svira privodi¢ uvazo-
vaného bodu s osou z a ¢ je thel, ktery svird privodic¢ s osou . Abychom mohli piejit
od kartézského souradného systému do sférické souradné soustavy, musime odvodit trans-
formacni rovnice, které jednoznacné urcuji transformaci soutadnic (z,y,z) — (r,0, ).
7 geometrickych tivah odvodime transformad¢ni rovnice

x = rsinfcos ¢ (5.27)
y = rsinfsin ¢ (5.28)
z =rcosf (5.29)

Obdobné odvodime transformaéni rovnice pro inverzni transformaci (7,0, ¢) — (z,y, z)

r? =a? 4+ + 22 (5.30)
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cos = = (5.31)
r

tan g = 2 (5.32)

x
Dale nas bude zajimat, jakym zptsobem se zméni operatory momentu hybnosti, kdyz
od kartézskych souradnic prejdeme k soufadnicim sférickym. Protoze ve vyrazech (5.24),
(5.25) a (5.26) pro operatory slozek momentu hybnosti vystupuji parcialni derivace, nej-
prve si tyto derivace vyjadiime (ndznak navodu muze ¢tenaf nalézt v boxu v kapitole 5.1)

or ) or ) _ or
e sin @ cos ¢, oy sin @ sin ¢, Fy cos 6 (5.33)
00  cosficos¢p 00  cosBsing 89__sin0
i I . (5.34)
do _ sing % _cos¢ o9 0 (5.35)

8z rsin@ 9y rsinf 9z
Pomoci vztahu (5.33), (5.34) a (5.35) a pravidlu o derivaci slozené funkce se pii trose prace
daji odvodit vyrazy pro operatory slozek momentu hybnosti ve sférickych souradnicich

A o f . 0 0
L, =ih <s1n (;S% + cot 6 cos qb&b) (5.36)
L,=in( - s¢3+ t 0 si ¢Q (5.37)
y =1 cos ¢ + cot sin 9 .
N .0

Z rovnice (5.38) vidime, pro¢ se konven¢né pracuje se z-ovou slozkou momentu hybnosti
— jeji vyjadieni ve sférickych soufadnicich je totiz nejjednodussi.

KdyZz mame vyjadfeny jednotlivé operatory slozek momentu hybnosti ve sférickych
soufadnicich, neni problém vyjadiit ve sférickych souradnicich i operator kvadratu mo-
mentu hybnosti. Ten je definovan jako

=i+ L+ 1 (5.39)
a ve sférickych souradnicich méa tvar
2 1 0 0 1 02
L™ = —hr? — | sinf— —_— 5.40
[sin@ 26 (Sm aa) T snZo a&] (5.40)
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5.2.2 Komutac¢ni relace operatoru momentu hybnosti

Kvantova mechanika nas uci, Ze pouze veli¢iny s komutujicimi operatory mizeme mérit
zaroven. Je proto uzitecné s nimi zacit. Za¢néme s komutatory mezi jednotlivymi slozkami
momentu hybnosti, napiiklad Ly aL,. Nejde o obtizny tkol, jenom je tifeba jisté ucetni
obezTetnosti

(Lo L) =libs = b 205 — P22) =
UD-2Ds — U — Dy he + 2Dy ED. — 2,00+ HatD, + $DL0s — .5 =
Bbobs? — 39,02 — BDuby + 8D, Es — UaiDs + B Dby + DR — bysE =
b2 (22 — 2D.) + b, (3. — .2) =
o (—ih) + &, (iR) = ih(2p, — §b,) = inL.
(5.41)

kde jsme vyuzili komuta¢nich vztahi mezi polohou a hybnosti [z, p,] = ih. Operatory &
a treba p, spolu naopak komutuji, coz umoziuje posouvat prislusné operatory v soucinu
dle potfeby. Cyklickou zaménou dostaneme i komutaéni vztahy pro dalsi slozky.

[Ly,L.) =ihL,, [L.,L,]=ihL, (5.42)

Jak se komutad¢ni relace mezi operatory a z nich plynouci souc¢asné méritelné veli¢iny,
projevi u mé¥eni momentu hybnosti? Z komutac¢nich relaci (5.42) vidime, Ze operatory
jednotlivych slozek momentu hybnosti spolu nekomutuji. To znamena, %e soucasné ne-
muzeme piesné zméiit vic jak jednu slozku vektoru momentu hybnosti. Odvodme jesté
komutaéni vztahy mezi ¢tvercem momentu hybnosti a slozkami momentu hybnosti. Pro-
toze plati (dokazte!)

A2 A N A N Ao
[A”, B] = [A, BJA + A[A, B| (5.43)
miizeme napiiklad pro z-ovou slozku momentu hybnosti psat

~2 ~2 22 - 22 = 22 2
[Lx + Ly + Lz7LZ] g [LmuLZ] + [ y?LZ
[ima iz]ix + ir[im?iz] + [j’% iz]i’y + i’y iy’

+ihLyLy +ihLyL, =0

|+ (L2 i) =
40— (5.44)

(17 1.]

[l I
~

I
J
St
h
<
~>
8
|
=
~
8
~
<

Uprava oznalena jako a plyne z toho, Ze komutéator je linearni v prvnim argumentu.
Uprava b vychéazi ze vztahu ((5.43)) a dale z toho, Ze [ii,iz] = 0, protoZe operator
komutuje sam se sebou vzdy. Uprava ¢ je dosazenim z difve odvozenych komutacnich
relaci ((5.42)). Analogicky jako pro z-ovou slozku miizeme komuta¢ni relace odvodit i pro
ostatni slozky

A

22 & A2 = ~2 ~

Operatory slozek momentu hybnosti tedy komutuji s operatorem Ctverce momentu
hybnosti (viz relace (5.45)). MiZzeme tedy soucasné zméfit jednu slozku (typicky se voli
z-ova) vektoru momentu hybnosti a ¢tverec velikosti vektoru momentu hybnosti.
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5.2.3 Jaky miZeme namérit moment hybnosti?

V kapitole 3 jsme uvedli jeden z postulatti kvantové mechaniky, totiz Zze méfenim dané
veli¢iny ziskame vlastni ¢isla prislusné operatoru, ktery zastupuje méfenou veli¢inu. Proto
vysledkem méfeni momentu hybnosti budou vlastni ¢isla operdtoru momentu hybnosti.
Vztah (5.45) nam k4, Ze souCasné muzeme zméfit kvadrat velikosti momentu hybnosti a
jeho z-ovou slozku. Protoze vlastni isla operatort jsou uréena rovnici vlastniho problému,
zapiSeme si prislusné vlasti problémy téchto dvou operéatori

PV =y
LY =bY

kde Y je spole¢na vlastni funkce operéatort j}Q a L. Protoze z kapitoly 2.2 vime, ze kdyz
dva operatory komutuji, maji spoleény soubor vlastnich funkci, b a ¢ jsou vlastni Cisla
prislusnych operatori.

Mozné hodnoty operatoru momentu hybnosti mtzeme hledat dvojim zptisobem. V kla-
sickém postupu vyjadiime operatory ﬁ2 a L, ve sférickych soufadnicich a feSime vzniklé
diferenciélni rovnice. Tento postup naznacujeme v boxu dale. V dodatku 28.3 ukazujeme
alternativni postup zaloZzené vyhradné na komutacnich vlastnostech téchto operétori.
Vysledkem jsou nésledujici hodnoty

c=h101+1)] kde 1=0,1,2,... (5.46)

kde m=0,41,42,...,+l (5.47)

=

Hledani vlastnich hodnot a vlastnich funkci momentu hybnosti

Ze t¥i moznych slozek momentu hybnosti jsme si zvolili slozku z-ovou. Prislusny
operator vyjadieny ve sférickych soufadnicich (rov. (5.38)) tady totiz vypada nej-
peknéji, pritom ale ziskana vlastni hodnota musi byt stejna jako pro libovolnou
jinou slozku. Vsimnéme si, Ze v rovnici (5.38) se vyskytuje pouze thel ¢, takze
vlastni funkce operatoru L, musi zaviset pouze na tomto thlu, T'(¢). Jenze opera-
tor iz pusobi na soufadnice obou thld, 6 i ¢. Jeho vlastni funkce musi byt zavisla
na obou téchto soufadnicich, Y = Y (6, ¢). Zaroven oba operatory musi mit spolec-
nou sadu vlastnich funkci. To miZeme zajistit pouze tak, ze budeme predpokladat
ono spolecné Feseni ve tvaru

Y =S(0)T(¢) (5.48)
nebot pak se funkce S(#) chova viéi operatoru L. jako konstanta.
L.Y = L.ST = SL.T = bST (5.49)
a my tak reSime pouze tlohu R
L,T=bT (5.50)

Vlastni problém pro z-ovou slozku momentu hybnosti mizeme pomoci (5.38) na-

psat explicitné
oT
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coz je rovnice zrald na feSeni metodou separace proménnych — dobfe je to vidét po

malé tpravé

dT" b
i == .52
i hdqb (5.52)

Integraci rovnice (5.52) ziskdme feSeni ve tvaru
T = Aei#? (5.53)

kde A je integra¢ni konstanta. S funkci 7" mame ale potiZ — neni jednoznaéné defi-
novana. Pokud soufadnici ¢ oto¢ime o 27, ocitneme se na stejném misté v prostoru,
ale hodnota funkce bude obecné jina! Musime proto dodat omezujici podminku

T(¢+ 2m) =T(¢) (5.54)
Dosazenim do (5.53) a (5.54) ziskame

1b27

e =1 (5.55)

S pouzitim Eulerova vztahu e = cosz + isinx vidime, Ze rovnici (5.55) splnime
jenom tehdy, kdyz

xz=2mtm, kde m=0,%1,+2, ..., %l (5.56)

z ¢ehoZ ale okamzité vidime, Ze vlastni ¢isla operatoru z-ové slozky momentu hyb-
nosti jsou

b=hm, kde m=0,%£1,42,..., %I (5.57)
Pro vlastni funkce operéatoru ¢tverce momentu hybnosti Y (6, ¢) mtizeme zapsat
1 .
Y(0,¢) =500)T(¢) = 5(6) 5 oM (5.58)

Dosazeni sférickych harmonickych funkei (5.58) do vlastniho problému opera-
toru ﬁ2 vede k diferencidlni rovnici, kterd se fesi pomoci rozvoje do tzv. orto-
gonalnich polynomt, konkrétné pomoci tzv. pridruzenych Legendrovych polynomi
S}ml(cos 0), tj.

S(6) = SI™ cos 0 (5.59)
Vyslednou sférickou harmonickou funkci Y, tak miZeme zapsat ve tvaru

Y™(0, ) = Nim Sl‘m‘ cos f e™? (5.60)

kde Ny, je normovaci faktor

N \/(z —m|)2l+ 1) o

4me(l 4 |m|)!

Funkce Y™ (6, ¢) jsou obecné komplexni funkce, jedna se o 3D funkce v komplexni
roviné. Proto nezobrazujeme pfimo sférické harmonické funkce, ale jejich linearni
kombinace. Grafy nékolika téchto funkci naleznete na obrazku 5.2 (viz také box
v kapitole 7.2). Zobrazené grafy vam nejspiSe budou piipadat povédomé — vzdyt
to jsou prece obrazky orbitali! Vskutku je tomu tak — grafické znazornéni riznych
orbitalii totiz popisuje elektrony s rtznymi hodnotami momentu hybnosti. Vice
uvidime v kapitole 7.2.
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Obrazek 5.2: Grafy sférickych harmonickiych funkci ve sférickych soutadnicich pro
vybrand kvantovd ¢isla | a m

Hlavnim poucenim z této kapitoly je, méritelné hodnoty momentu hybnosti nemohou
byt libovolné, ale nabyvaji ur¢itych diskrétnich hodnot. Rikéme, Ze moment hybnosti je
kvantovan. Kromé kvantovani energie (ktera souvisi s kvadratem momentu hybnosti) je
zde ale také kvantovana mozné orientace rotace. Mluvime o tzv. prostorovém kvantovani.
Vhodnou grafickou ilustraci prostorového kvantovani a komutacnich vlastnosti je tzv.
vektorovy model momentu hybnosti (obrazek 5.3).

L, =fm IL| = A/I({ + 1)

e

Obrazek 5.3: Vektorovy model momentu hybnosti. ProtoZe jednotlivé slozky vektoru
momentu hybnosti spolu nekomutuji, nemiZeme soucasné zmérit vice nez jednu slozku,
konvencné se voli z-ovd slozka. Ostaini slozky, x-ovd a y-ovd, jsou tudizZ neurcené, coz se
zndzoriiuje pomoci rotacniho kuzele. Velikost |L| vektoru momentu hybnosti je soucasné
meéritelnd spolu s jednou slozkou. To znamend, Ze o vektoru momentu hybnosti z mérent
dostaneme tidaje o velikosti a primétu do z-ové osy
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5.2.4 Energie rotujici c¢astice

Pokud zname velikost momentu hybnosti, mizeme pomoci vztahu (5.20) ziskat i hodnotu
energie, konkrétné vidime, Ze
B ‘L’2 _ h2 h2

- - S 1
Bim = 5 =1+ D57 =11 +1)

(5.62)

2m;r2

Energie pfitom zavisi jenom na kvantovém ¢isle [, ale uréitému kvantovému ¢islu I p¥islusi
2] + 1 hodnot kvantovych ¢isel m. Jinymi slovy, hladina o ur¢ité energii je (21 + 1)krat
degenerované.

Priklad 5.2

Zadani: V molekule fullerenu Cgg se pohybuje 60 7t elektronii na povrchu koule o po-
loméru r = 3,5 A. Vypodcitejte vinovou délku odpovidajici prechodu o nejnizsi energii.
Experimentalné je prvni pik pozorovan u 404 nm.

Reseni: Elektronové hladiny spolu s jejich obsazenim dle Pauliho principu jsou znézornény
na nasledujicim obréazku.

Zaplnény jsou vS8echny slupky az do [ = 5, ktera ale neni zcela zaplnéna. Uvazujme obecny
prechod z hladiny /; do hladiny l5. Potom bude platit

AE =By~ Fr =~ (ot 1) — 1y (1 +1)] = 1€
- l2 l1 - Qmi’l"2 2 2 1 1 - )\
kde jsme jako jiz mnohokrat pouzili rezonanéni podminku. A potom muzeme vyjadrit jako
\_ 2m;r2he 1
R b(l+1) L+ 1)

Nejnizsi energii ziskdme pii pfechodu ze zcela zaplnéné hladiny s [; = 4 do hladiny s ls = 5,
mozné jsou ale i vyssi pfechody. VSechny tyto energie v zasadé odpovidaji experimentalné
méfenym datam (viz D. W. Ball, J. Chem. Educ., 71, 463 (1994)).

experiment [nm| teoretickd hodnota pfechod mezi kvantovymi ¢isly {

404 398 l=4—1=5
328 332 l=5—-10=6
256 249 l=7T—-1=8
211 nepfifazeno nepfifazeno
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6 Pohyb dvou castic

Do této chvile jsme se zabyvali pouze pohybem jedné Géstice v jednom rozméru. Tusime
jen dvé Castice, ziistane vSe pomérné jednoduché. Uz z klasické mechaniky totiz vime, ze
pohyb dvou ¢astic mizeme nahradit fiktivnim pohybem ¢éastice o redukované hmotnosti
kurzu kvantové chemie.

Reseni problému dvou ¢astic je v chemii velmi dtlezité. Budeme ho potfebovat pti hle-
déni energetickych stavi rotujici ¢i vibrujici molekuly nebo pii popisu atomu vodikového
typu.

6.1 Metoda separace proménnych

Uvazujme pohyb dvou Castic podél osy z, pficemz predpokladame, Ze Céstice na sebe ne-
pusobi. Hamiltonidn pak mtzeme zapsat jako sou¢et hamiltonianti popisujicich jednotlivé
Castice

]EI = ]EI 1+ f{ 2 (6.1)
kde H zavis pouze na souiadnici prvni ¢astice z1 a H, pouze na souiadnici druhé ¢astice
xo. Schrédingerova rovnice pak bude vypadat nasledovné

(I:I1 + ﬁQ)w(xl,l‘g) = FEy(x1,x9) (6.2)

VInovou funkci pro dvé ¢astice budeme hledat ve tvaru soucinu vlnovych funkci popisu-
jicich nezéavislé castice
Y(z1, w2) = 1 (z1)Y2(22) (6.3)
Takovémuto zapisu fikdme separace proménnych. NejspiSe je ziejmé, pro¢ hleddme
feSeni v tomto tvaru. Vlnova funkce je spojena s pravdépodobnosti vyskytu elektronu.
Ctverec vinové funkce udavé pravdépodobnost, Ze se Castice 1 nachézi v poloze z1 a
zéroven se Castice 2 nachéazi v poloze xs.

P(172) = |?!)(901a$2)|2

= [1 (1) P2 (22)|* =
_ P(1)P(2) (6.4)

Vidime, Ze tato pravdépodobnost je rovna pravdépodobnosti, Ze se ¢astice 1 nachazi
v poloze x1 nezavisle na poloze Gastice 2, ndsobena pravdépodobnosti nalezeni ¢astice 2
v bodé x9 bez ohledu na polohu ¢astice 1. Jinymi slovy predpokladéame, Ze nalezeni obou
Castic jsou nezavislé jevy. To je predpoklad rozumny, nebot obé Céastice na sebe silové
nepusobi.

Prepisme Schrodingerovu rovnici pomoci vinové funkce v separovaném tvaru

Hip (21)2(22) + Hotpr (1) 1h2(22) = Evpr (z1)1h2(22) (6.5)

Hamiltonién prvn{ ¢astice H, pusobi pouze na prvni ¢éastici. Vlnovou funkci druhé ¢as-
tice tedy mizeme brat z pohledu ptsobeni H; jako konstantu. Po vydélen{ 119 upravime
Schrédingerovu rovnici do nasledujiciho tvaru

Hii(z1) | Hotbo(a2)
V1 (x1) Ya(w2)
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Prvni ze s¢itanct na levé strané rovnice (6.6) je funkei pouze soufadnice 1, druhy pak
pouze soufadnice xo. SouCet obou ¢lent musi byt pfitom konstantni pro kazdou kombinaci
1 a xz. To obecné je mozno splnit tak, ze oba dva s¢itance jsou rovny konstantam, které
si oznacime jako Fp a Fo

Hip(21) = Eripr(z1) (6.7)
Hotpa(x2) = Eato(22) (6.8)
pficemz

Schrédingerova rovnice pro dvé proménné se nam tak rozpadla na dvé Schrédingerovy
,rovnicky* o jedné proménné. Misto jedné slozité ulohy tak vyfesime dvé tlohy jednodu-
ché. Energie pohybu obou ¢astic dohromady je ddna sou¢tem energii jednotlivych ¢astic
a vlnova funkce pro dvé ¢astice je ddna soucinem dvou jednocasticovych vinovych funkei.
Nage Givahy mutZeme snadno rozsitit na situaci, kdy se

e jedna ¢astice pohybuje ve dvou rozmérech (a pohyb ve dvou rozmérech neni svazén)
Y(z,y) = Y1(x)P2(y) (6.10)

e dvé nezavislé Castice pohybuji ve tfech rozmérech
V(@15 Y1, 21, T2, Y2, 22) = Y1(21, Y1, 21)¢2(22, Y2, 22) (6.11)

e N castic pohybuje ve tfech rozmérech
N
1/}(9317 Y1,215-+ -3 T35 Yiy 255 - - -, TN YN, ZN) - H wl(aj’u Yis Zi) (612)
i=1

Transformace mnohacasticové (mnohadimenzionalni) Schrédingerovy rovnice na fadu
jednocasticovych Schrédingerovych rovnic patii k zakladnim postuptim kvantové teorie
molekul. V pripadé pohybu nezavislych ¢astic neprovadime zadné pfiblizeni. Technika
separace proménnych se ale pouziva i v piipadech, kdy pohyb ¢astic striktné nezavisly
neni.

Priklad 6.1

Zadani: Naleznéte energie ¢astice v nekone¢né jamé o dvou rozmérech L, a L,. Uvniti
jamy je V = 0.

ResSeni: Hamiltonian ma tvar

kde TeSeni rovnic



zname (4.10) a (4.11). S vyuzitim (6.3) a (6.9)

2
g
oY 2m \ L2 L2
a prislusna vlnova funkce je pak
” 2 . (nmnx > . <ny7ry>
= sin sin
L,L, L, L,

kde n, a n, jsou kvantova ¢isla analogickd kvantovému ¢islu n pro éastici v nekoneéné
jame.

6.2 Pohyb svazanych c¢astic a radialni Schrodingerova rovnice

Podivejme se nyni na pohyb dvou ¢astic, které na sebe silové piisobi, napfiklad proton
a elektron. Potencialni energie je funkci sourfadnic obou ¢éastic. ProtoZe na sebe ¢astice
silové piisobi, nemtizeme nyni bezmyslenkovité pouzit metodu separace proménnych jako
v predchozim odstavci. Po urcéitém tsili se nam to vSak presto podari. Klicem bude trans-
formace soufadnic.

6.2.1 Oddéleni pohybu tézisté

Pouzijeme-li kartézské soutadnice, potfebujeme dohromady t¥i soufadnice pro ¢astici 1
a tfi soufadnice pro ¢astici 2. Energetické ptisobeni mezi Casticemi ale zavisi pouze na
relativni poloze obou ¢astic. Proto si misto soufadnic (1, y1, 21, T2, Y2, 22) vychazejicich
z pocatku soustavy soutfadnic zavedeme relativni soufadnice (z,vy, 2)

r =T2 — X1

Yy=y2—mn (6.13)
Z =290 — 21

¢i ve vektorovém zapisu
r=ro—r; (6.14)

Potenciélni energie jiz neni funkci Sesti soufadnic kartézskych, ale pouze tii souradnic
relativnich.

Zbavili jsme se tak kartézskych souradnic jednotlivych ¢astic pfi popisu potencialni
energie. Ted se ale musime vypofadat jesté s energii kinetickou. Kromé relativnich sou-

v

fadnic r zavedeme jesté souiadnice tézisté R

miry + maors
my + ma

R = (6.15)

vt

Pohyb obou ¢astic pak mizeme vyjadrit pomoci pohybu tézisté a relativniho pohybu
obou ¢astic, viz obrazek 6.1.
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toru relativni polohy r

r=R+—2 ¢ (6.16)
mi + ms

ro =R — Mmooy (6.17)
mi + ms

Kineticka energie systému dvou Céstic je v klasické fyzice definovana jako

1 dI‘1 2 1 dI‘2 2
r_1 dry L ara 1
2m1(dt> +2m2<dt (6.18)
Pomoci vztaht (6.16) a (6.17) si mizeme vztah pro kinetickou energii upravit na
1 (dR\? 1 [dr\?
T==-M|— —u| = 1
2 <dt> +2”<dt> (6.19)
kde M = my 4+ mq je celkova a p redukovana hmotnost definovana jako
m1msa
= = 6.20
h= o (6.20)

Vztah (6.19) pro kinetickou energii mizeme prepsat pomoci hybnosti
2 2
_prl [Py

T
oM | 2u

(6.21)

kde jsme si zavedli vektory hybnosti spojené s pohybem molekuly jako celku (pgr) a
s relativnim pohybem obou ¢astic (p,).

6.2.2 Schrédingerova rovnice pro ¢astice s centralnim potencialem

Uvazujme nyni, ze potencialni energie je pouze funkci vzdalenosti obou ¢astic (mluvime
o0 tzv. centralnim potencialu). Jinymi slovy uvazujme, Ze nezalezi na orientaci ¢astic

Ve=V(r) (6.22)

Celkovou energii je pak mozné zapsat jako soucet ¢lent zavisejicich pouze na soutradnicich
a hybnostech tézisté a soufadnicich a hybnostech relativniho pohybu obou ¢astic. Pii
prechodu do kvantové mechaniky dostaneme pro hamiltonidn

o PR, PR v
H="R 2
TRETRAL (6.23)
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Prvni ¢len popisuje translaéni kinetickou energii. Naopak druhy a tfeti ¢len zaviseji
pouze na vzdalenosti obou ¢astic. Ziskali jsme hamiltonian, ktery ndm umoziuje provést
separaci proménnych, tj. vlnovou funkci nyni mizeme rozdélit na ¢ast popisujici translaci
(Y (R)) a na ¢ast popisujici relativni pohyb (ting(r))

¢ = wtr(R)wint (I’) (624)

Schrédingerova rovnice se tak rozpadne na rovnice dvé

-9
TR u(R) = By tu(R) (6.25)

~9 .
(; i vr) int (1) = Bon e (1) (6.26)

a stejné tak energii mizeme rozdélit na prispévky energie translacni a vnitini (relativni)
E = Ei; + Eiy. Transla¢ni pohyb prozatim ponechme stranou a podivejme se na Schro-
dingerovu rovnici popisujici relativni pohyb dvou ¢astic. Za¢néme zapisem hamiltonianu
v kartézskych souradnicich

<2 2 2 2 2 2
e -
H="4+V,=—A+V,=— | —+=—+=— Ve 6.27

20 + 2u * 24 <8:c2 + oy? + 022 * (6.27)

kde x,y a z jsou kartézské slozky relativnich souradnic. Pokud méme v imyslu zabyvat se
pohybem v centralnim poli, neni kartézsky souradnicovy systém piili§ vhodny. Centrélni
pole se vyznacuje sféricky symetrickym potencidlem, proto je pfirozené piejit ke sférickym
soufadnicim. Laplacian ve sférickych soutfadnicich ma tvar
2 20 10* 1 o) 1 9 9 20 1 .2
=—4+-—+5-5+=5c80 =+ ——5—-——5=-5+-———— 5L (628
or2  ror 12002 g2 90 r2sin?200¢2  Or2  ror r2h? (6.28)
K zépisu hamiltonidnu ve sférickych souradnicich jsme tedy pouzili operator momentu
2
hybnosti. Z kapitoly 5 vime, Ze vlastni funkce L~ jsou sférické harmonické funkce. Hamil-
tonidn je zapsan ve tvaru, ktery umoziuje provést separaci proménnych.

42
Miuzeme si nyni polozit otédzku, zda hamiltonian komutuje s L, tj. zda plati
) A a2 )
[H,L'|=[T,L']+[V,L]=0 (6.29)
Clen s operatorem kinetické energie se po dosazeni z rovnice (6.28) rozpadne na dva ¢leny

X .9 h2 /0% 290 1 .2 .2
[TvL}—[—gﬂ(arz*rar)* L’L]

6.30
_h2 92 290 (6.30)

~2
- zu[aﬁa }*zu[

* v z ¥ L3 e ~ z A2 o z i v . e

z nichz prvni ¢len je nulovy, protoze operator L nepiisobi na r, a druhy ¢len je nulovy,
T 2 L3 2z v 2 7

protoze L komutuje sam se sebou. Podobné budeme postupovat u komutatoru s operéato-

rem potencialni energie. Potencialni energie u centralniho pole zavisi pouze na r, zatimco

~

L zévisi na ¢ a 6, proto bude i tento komutator nulovy. Tim jsme dokézali, Ze hamiltonian
) R .22 - s
u systému s centralnim polem komutuje s L . Podobné bychom dokézali, zZe

[H,L,] =0 (6.31)
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Hamiltonidn tedy komutuje jak se ¢tvercem operatoru momentu hybnosti, tak s jeho
z-ovou slozkou. To predevsim znamena, Ze pii pohybu dvou ¢astic v centralnim potencidlu
se zachovava moment hybnosti i jeho z-ova slozka.”

Tvar hamiltonidnu (6.27) nam umoziiuje zapsat vlnovou funkci v polarnich soutad-
nicich ve tvaru soucinu sférické harmonické funkce a néjaké doposud neurcené radialni
vlnové funkce

¥ = R(r)Y;"(0,0) (6.32)

Takto definovanou vlnovou funkci nyni dosadime do Schrédingerovy rovnice, kde je ha-
miltonian vyjadien podle rovnic (6.27) a (6.28)
A B2 (9% 2
H)j=——|—+- Y, (0
b= g (gt ) ROV 0.0 +
= ER(r)Y,"(0,9)

I L bRy Mg, 6) - VeR()Y™ (6. 6) =
2 72h? 0% r LA

(6.33)

2
Po aplikaci L~ a vydéleni Y™ (6, ¢) dostaneme tzv. radialni Schrédingerovu rovnici

2 2 2
h (aR 281%) W+ D0 vk — BR (6.34)

"o\ Trar

2ur?

Rovnice plati pro obecny centralni potencial V4, takZe se nam tvar (6.34) bude hodit pro
atom vodiku nebo pro popis vibrace dvouatomovych molekul.

5Zakon zachovani momentu hybnosti je pfimym dusledkem toho, Ze potencialni energie zavisi jen na
vzdalenosti. Pokud je systém invariantni viéi rotaci, plati nutné zakon zachovani momentu hybnosti a
tim padem plati, ze [H, L?] = [H,L,] = 0.
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7 Atom vodiku

Nalezeni spektra energii atomu vodiku bylo jednim z prvnich vitézstvi kvantové mecha-
niky. Podle klasické fyziky by naboj, ktery se pohybuje se zrychlenim (elektron obihajici
proton), mél vyzarovat elektromagnetické zareni. To vede ke ztraté energie a elektron by
nakonec mél zkolabovat do atomového jadra. Atom vodiku by tak byl nestabilni, s dobou
zivota Fadové 1 ps. Stabilitu atomi vysvétluje az kvantovd mechanika.

Problém atomu vodiku pfedstavuje typicky piiklad problému dvou ¢astic s centralnim
potencidlem, ktery jsme v obecném piipadé vytesili v minulé kapitole. Pro atom vodiku
je potencialni energie V' (r) predstavovana coulombovskym pfitahovanim mezi elektronem
a protonem

1 e?
Vir)=—- — 7.1
(r) dmeg r (7.1)
Hamiltonidn mé& proto tvar
. h? 1 é?
=——A— — (7.2)
21 4dteg 1

Jak jsme jiz ukazali, pro centraln{ problém je vyhodné pfejit do sférickych souradnic,
ve kterych ma Schrédingerova rovnice atomu vodiku tvar

R (1 0y 1 0 /(. O 1 0% 1 é?
o <7aar  Tn 006 (Sm"ae> T sin298¢2> TV @Y

Namisto redukované hmotnosti budeme déale pouzivat hmotnost elektronu — jelikoz je

proton 1836krat tézsi elektronu, nedopustime se velké chyby. Vinovéa funkce atomu vodiku
mus{ mit tvar

P(r,0,0) = R(r)Y" (0, ¢) (7.4)

kde R(r) je radidlni ¢ast vinové funkce a Y;™(6,¢) jsou sférické harmonické funkce, se
kterymi jsme se sezndmili v kapitole 5.

7.1 Spektrum energii

Energetické spektrum atomu vodiku ziskdme dosazenim konkrétniho potencialu do radi-
alni Schrodingerovy rovnice, viz vztah (6.34).

2 2 2
B <8R 26R>+l(l+1)hR 1

2
e
szt oo “R=ER (7.5)

2Me 2mer? 4rteg T

Resenim radialni rovnice ziskAme hodnoty energie, které zavisi na kvantovém ¢isle n

e4me 1

En=———a—s—s
" 32n2n2edn?

n=1,23,... (7.6)

Vidime, Ze energie je zaporna a dostavame tzv. vazané stavy (pro ionizaci atomu ve
vazanych stavech je potifeba dodat energii, napfiklad formou elektromagnetického zafeni).
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ResSeni radidlni rovnice

Pro zajemce nac¢rtneme zptsob feSeni radialn{ rovnice. Nejprve zavedeme substituci
u = rR(r). Rovnice (7.5) tak pfejde na tvar

d®u 2me [ €? I(1+ 1)R? 2m.E
2 TR {47{507“ T Tomer? YT T R Y (7.7)
Abychom rovnici dale zjednodusili, zavedeme néasledujici substituce
2me e? 5 2meF
a ( 2 > pro— b=1(l+1), A 2 (7.8)

kde predpokladame, ze E < 0. Rovnice (7.7) se dale zjednodusi na tvar (predpo-
kladame, ze A > 0)
d?u a b
2o =22 7.9
+ ( T2> u u (7.9)

Nejprve vyfesime rovnici (7.9) pro piipad, Ze r — oo, zamé&iime se tedy na asympto-
tické chovani. KdyZ je r velké, prejde rovnice (7.9) na tvar

d2
dT“Z ~ Ay (7.10)

kde symbolem =~ zdiraziujeme, Ze feSeni je ptfiblizné a plati pouze v limité r — oo.
ReSenim této rovnice je
u o~ e (7.11)

Aby u mohla vystupovat jako vlnova funkce, musi spliiovat podminku v — 0
pro r — oo, protoze jinak by nebylo mozné funkci u normalizovat (nebyla by
kvadraticky integrovatelna). Proto fyzikalné smysluplnym FeSenim je pouze

u~ e N (7.12)
Dale budeme predpokladat, ze funkci v miZzeme zapsat jako
uw=L(r)e ™" (7.13)

kde L(r) je zatim neznama funkce v r. Substituci pfedpokladu (7.13) do rovnice
(7.9) dostaneme (pozor, funkei u musime derivovat podle pravidla o derivaci sou¢inu

funkei)
d?L dL a b
— — 2 — —-——= | L= .14

dr? dr i (7“ 7"2) 0 eI,

Reseni této rovnice budeme hledat ve tvaru mocninného rozvoje
L(r) =) cpr” (7.15)
n

coz po dosazeni poskytne rovnici

> ea{ln(n—1) = br" 2 = 20X —a)r" '} =0 (7.16)

n

74




Suma v rovnici (7.16) musi byt rovna nule pro vSechny hodnoty r”. To bude splnéno
jen kdyz bude platit rekurentni vztah mezi koeficienty

2n —a ] Cn (7.17)

c =|—
i [n(n +1)—b
Pokud mé fada vést k normalizované vinové funkci u, musime pozadovat, aby fada

presla na polynom, tj. aby vSechny koeficienty ¢, od dané hodnoty n byly nulové.
To se stane jen tehdy, kdyz ¢itatel v (7.17) bude pro dané n roven nule

2nA =a (7.18)
Dosazenim vysledku (7.18) do substituce (7.8) dostaneme hodnoty energie

2h2
E=2" (7.19)

~ 8men?

Zavedeme-li Bohriv atomovy polomér, ktery je dan vztahem

h2
=4 7.20
ag e e ( )

a dosadime-li ho do rovnice (7.6) dostaneme
1 e 1

E,=— — 7.21
" 47'[50 2a0 n2 ( )

Po ¢iselném dosazeni )
E, =-13,605— eV (7.22)

n

coz je stejny vztah jako energie pro Bohriv atom vodiku.

Vidime, Ze energie atomu vodiku zéavisi pouze na jediném kvantovém ¢isle n, které
oznacujeme jako hlavni kvantové ¢islo. To viibec neni samoziejmé. V radialni rovnici
vystupuje kvantové ¢islo [ a ocekévali bychom tak mozné, Ze i na ném bude energie
zéviset! Z podminek, které klademe na vlnovou funkci, pak vyplyva, Ze pro dané kvantové
¢islo n nemiize byt hodnota vedlejsitho kvantového ¢isla [ libovolna, ale je ddna jako

1=0,....,n—1] (7.23)

Soucasné magnetické kvantové ¢islo m; nabyva hodnot, které jsou dany vlastnostmi mo-
mentu hybnosti

lmi=—1,...,0,...,+| (7.24)

Soubor tii kvantovych ¢isel parametrizuje dany kvantovy stav. PovSimnéme si skute¢nosti,
Ze pohyb ve 3D prostoru je popsan trojici kvantovych ¢isel, obdobné jako v piipadé
trfrozmérné potencidlové jamy v kapitole 4.

Energie zakladniho stavu E7 neni degenerovina, protoze je popsana kvantovymi ¢isly
n =1,1=m; = 0 a jeji ¢iselnd hodnota se rovnd —1 Ry = —13,605¢eV. Energeticka
jednotka Rydberg (Ry) je definovana jako
B e*me
 32h2m2ed

75

Ry (7.25)



a spolu s Bohrovym atomovym polomérem tvoi{ pfirozené jednotky pii popisu svéta
atomd.

Vy$si energetické stavy atomu vodiku F,, n = 2,3,4,... jsou degenerované — jedné
hodnoté energie piislusi vice hodnot kvantovych ¢isel | a m. Pro kazdé | mame celkem
20 + 1 hodnot m. Proto pro stupeit degenerace hladiny n plati

n—1

gn=>_ (l+1)=n? (7.26)
=0

Energetické hladiny atomu vodiku jsou znézornény na obrazku 7.1. MuZzeme si v§imnout
toho, Ze energetické hladiny spektra vodiku od sebe nejsou vzdaleny ekvidistantné, jak
tomu bylo v pfipadé harmonického oscildtoru, ale Ze se vzdalenosti jednotlivych hladin
zmensuji, kdyz se energie blizi disociacni limité, tj. E, = 0.

volny elektron 7=

0 sy — 6 —() 38 eV
n=5 —-0.54¢eV
n=4 —0.85¢eV
n=3 —151eV
n=2 —34¢eV

E
n=1 —13.6¢V

Obrazek 7.1: Energetické hladiny atomu vodiku

O tom, Ze je spektrum vodiku slozené z diskrétnich hladin, svédéi i spektroskopicka
méreni. Pri¢inou Carovych atomovych spekter je pravé diskrétni charakter energetickych
hladin. Aby doglo k pfechodu elektronu mezi hladinami f a 4, musi dojit k absorpci nebo
emisi fotonu o frekvenci dané rezonan¢éni podminkou

_ By — Ei
h

Podle toho jaka je hodnota kvantového &isla n, ze které pozorovany prechod vychézi,
délime prechody do nékolika sérii, n = 1 odpovida Lymanové sérii v UV oblasti, n = 2
odpovida Balmerové sérii ve viditelné oblasti a napf. n = 3 odpovida Paschenové sérii
v IR oblasti (viz obrazek 7.2)

Analogicky jako pro atom vodiku bychom vyftesili Schrédingerovu rovnici pro tzv.
atomy vodikového typu, tj. atomy a ionty s jedinym elektronem, jako jsou He™, Li**
nebo tfeba U1t Hamiltonian by byl pouze mirné pozménén

(7.27)

14

. (0 20 L(1+1)R? 1 Ze?
= T (0 20N (IUHDIE 1 Ze (7.28)
2me \Or2  ror 2mer? dmteg T
kde Z je protonové ¢islo atomu. Ptislusné energetické hladiny pak jsou
1 722 1 Z2meet 1
Bp=-——2C - 2T - (7.29)
dmeg 2ag9 n? 8edh? n?
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Uv  Vis IR

n=o
0 n==6
n=>5

n=4
I Paschenova série

n=3

Balmerova série
n=2

o

Lymanova série

n=1

Obrazek 7.2: Elektronové piechody v atomu vodiku.

E n
—2 3Ds) 3Ds) Ei%
— 3 3Py,|3D,, 3P3p 3D, - T F=]
— =
3815,3P ), 3S,,,3P, < F=0
—_F=2
2 2P,, 2Py, ——F=1
— 12 F=1
- - —F=
28,5,2P, 2P, —F=(1)
—F=0
1
S S IS, -
Bohriv model Jemna struktura Hyperjemna struktura
= zanedbéni spinu  dle Diracovy teorie jaderné efekty
~ [-s vazba

relativistické efekty

Obrazek 7.3: Energetické hladiny atomu vodiku se zahrnutim dosud zndmijch korekct.
Energetickd osa pro jemnou i hyperjemnou strukturu jsou pro prehlednost zvétseny

Energetické hladiny atomu vodiku z rovnice (7.29) nejsou tplné presné. Korekce téchto
hladin vyplyva z efektt spojenych s teorii relativity a s nasim ponékud zjednoduSenym
pohledem na interakci mezi nabitymi ¢asticemi. Jak vypadaji energetické hladiny se zahr-
nutim rtznych korekci je ukdzéno na obrazku 7.3. V pripadé atomu vodiku jsou odchylky
od vztahu (7.29) zajimavym testem kvantové elektrodynamiky, pro chemika vsak zadny
prakticky vyznam nemaji. O relativistickych korekcich se vice dozvime v kapitole 24.
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Exotické atomy

Energetické hladiny dle rovnice (7.29) jsou platné pro jakékoliv dvé ¢astice, které
jsou spolu drzeny coulombovskou interakeci. Pokud témito ¢asticemi nejsou elektron
a jadro, mluvime o tzv. exotickych atomech. Pfikladem miZe byt pozitronium,
atom tvofeny elektronem a pozitronem (viz obrazek vlevo).

pozitron
m OZ: me g

! \ elektron ; m, elektron m,

antimion m,

v

pozitron a elektron by spolu mély anihilovat za vyzéafeni dvou nebo tii fotont!
Predtim nez se tak ale stane, kolem sebe tyto dvé ¢astice mnohokrate obéhnou, jde
tedy o metastabilni systém. Podle relativni orientace spinti elektronu a pozitronu
se pozitronium miZe nachazet ve dvou stavech — singletnim 'Sy (para forma, p-
Ps s dobou Zivota 125ps) a tripletnim 3S; (orto forma s dobou Zivota 142ns).
Energetické hladiny pozitronia jsou stejné jako pro atom vodiku, rozdil je pouze
v tom, Ze nyn{ opravdu musime pocitat s redukovanou hmotnosti

Z2net 1 1
kde p je redukovana hmotnost
MpozMe me
= — = — 7.31
H s et me 2 (7.31)

Jak bychom pfedpokladali, ve vyssich stavech je doba Zivota pozitronia vié¢i ani-
hilaci delsi, v 2S stavu napiiklad 1,2 ps. Ackoliv pozitronium Zije jenom kratce,
je mozné s nim vytvorit slou¢eniny, existuje tak napfiklad hydrid pozitronia PsH
nebo pozitroniova analogie kyanovodiku PsCN.

Jinym exotickym atomem je tzv. mionium Mu, ¢astice tvorfena elektronem a an-
timionem, ¢astici asi 200krat tézsi nez elektron. Tento atom Zzije asi 2,2 us, coz
umoziuje vytvoreni fady sloucenin, napiiklad mionidu sodného NaMu nebo chlo-
ridu mionia MuCl. Nechavame na ¢tenari ukazat, Ze energetické spektrum atomu
mionia se lis{ jen velmi méalo od spektra atomu vodiku. Reakce s atomy mionia jsou
velmi vhodné pro studium kvantovych efektt u chemickych reakei.
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7.2 VlInové funkce pro atom vodiku

Celkova vlnova funkce vazanych stavii atomu vodiku je soufinem radialni ¢asti vlnové
funkce a sférickych harmonickych funkci

¢nlml (T’, 0, Qb) = Rnl(r)}/;ml (97 ¢) (732)

atvoifipron=1,2,3,...,1=0,....,n—1am;=—I,...,+! aplny ortonormalni systém
funkei, do kterého je mozné rozvinout feSeni bezcasové Schrodingerovy rovnice pro vazané
stavy.

Z rekurentniho vztahu (7.17) muZzeme dostat i vyjadreni radialni ¢asti vlnové funkce
R, (&) ve tvaru

_£
Rp(€) = Nue 26" L2HN(€) (7.33)
kde 5
£=1 (7.34)
nap
a Lil_tll (&) jsou tzv. pridruzené Laguerrovy polynomy. Normaliza¢ni konstanta je
rovna

1
2\ (n—1-1) |2
Nu=||l—) —/———= 7.35
o |Gi) ra5
Pro atomy vodikového typu ziskdime opét stejné funkce, pouze parametr & je nyni
definovan jako

B 277

7.36
s (7.36)

Nékteré radialni funkce pro atomy vodikového typu jsou uvedeny v tabulce 2. Funkce jsou
zobrazeny na obrazku 7.4.

Tabulka 2: Radidlni funkce pro atomy vodikového typu pro riznd n al

n 1 Ry (1)
3 —Zr
Z\?2 ..
1 0 %) e %0
3/2 —Zr
1 Z Zr 2
20 (&) (1)
% —Zr

e 2aq

1 (z 2Zr | 27272\ . F2-
30 A (Z2) (1-%+%2)em

)
[—
m"“
N
N
gIN
N——
/N
DO
gy
N———

3
W2 (Z\2 27 <
31 Tg(*) (?5)(%75)630
3 2 —Zr
2v2 (z\2 (zr ”
3 2 81\/ﬁ<¢70> (ao) e 30
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417 R, (r)?

r/ay

4707 R, ()

0.15

2p
4107 R, 100

r/ay

ATTP R, 107

r{ag

r{ap

3d
AT R, ()

01

0.05

r/ay

Ry s(r)
20

r/ao

r/ag

Ry 1(r)
0.15

0.10

0.05

r/ag

R, (r)
04

03
0.2

0.1

r/a

r/a

Ry 1(r)
004
0.03
002
0.01

r/ay

Obrazek 7.4: V grafech vlevo jsou vyneseny radidlni hustoty pravdépodobnosti Py,
konkrétné Pig, Pag, Pa1, P3g, P31 a P3o. V pravé casti jsou vyneseny prislusné radidlni
cdsti vinové funkce pro atom vodiku
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Pravdépodobnost nalezeni elektronu v objemovém elementu kolem bodu r je rovna
dp(r, 0, 8) = [Ynim(r,0,¢)|*r? drsing do de (7.37)

kde faktor r?sin@ je jakobian transformace z kartézskych do sférickych soufadnic. Inte-
graci vztahu (7.37) pies cely prostorovy thel ziskdme pravdépodobnost nalezeni elektronu
v oblasti mezi (r,r + dr)

dP(r) = 47| Ry (r) |22 dr (7.38)

Vyraz Py(r) = 4mt|Ry(7)|?r? oznacujeme jako radialni hustotu pravdépodobnosti,
tyto pravdépodobnosti jsou vyneseny na obrazku 7.4.

Obdobné pro pravdépodobnost nalezeni elektronu v uréitém prostorovém thlu (6,6 +
df) a (¢, ¢ + d¢) ziskdme vztah

dp(0, ¢) = [Y"(0,¢)|* sin ¢ d6 d¢ (7.39)

Angularni hustoty pravdépodobnosti jsou ukizany na obrazku 7.5.

"8 @
- 8 @

TE & 8 @

ml=0 mz=:|:1 m1=:|:2 ml=:t3

Obrazek 7.5: Anguldrni hustoty pravdépodobnosti atomu vodiku |Y;™ (0, $)|* pro riznd
lamy
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Komplexni a realné vinové funkce vodiku

Podivejme se ted jesté jednou na funkce, které jsme ziskali feSenim Schrodingerovy
rovnice. Pro angulérni ¢ast vlnové funkce jsme ziskali sférické harmonické funkce
(viz vztah (5.60)). Nékteré normované funkce pro atom vodiku jsou v nasledujici
tabulce.

l my leml (6, ¢)
0 0 N
1 0 % cos 6
1 £1 /2 singet?

Pro orbital s (1=0) je angularni ¢ast dle o¢ekavani konstantni — orbital s je sféricky
symetricky. Angularni ¢ast funkce 2pg nema zadnou imaginarni ¢ast, je to pouze
funkce cosf . Funkce cosinus mé maxima v bodech 6§ = 0 a 8 = 7, coZ odpovida
bodim na ose z, tuto funkci tedy typicky oznaCujeme jako p, orbital. Ale jak to
bude pro funkce 2p4+1? Tyto funkce maji imaginarni ¢ast, coz ndm nedovoli je
polozit na jednu realnou osu jako funkeci pg. V tomto piipadé (jako v mnoha jinych
v kvantové mechanice) si miuzeme pomoci linearni kombinaci téchto funkei. Ctenar

se snadno presvedci, ze pokud vytvorime kombinace
1
E(@Z)Zl,l +21,-1) =D, (7.40)

Z.\l/i(%,l,l —21,-1) = Dy (7.41)
dostaneme realné funkce. Prvni funkce zévisi pouze na sinfcos ¢ a lezi v ose z,
druh4 funkce zavisi na sinfsin ¢ a lezi v ose y. Takto vytvorené orbitaly nejsou
z fyzikalniho hlediska o nic lepsi nebo horsi nez puvodni, jen odrazeji nasi volbu,
jak se chceme divat na kvantové stavy. Kvantové ¢islo m; uz ale neni dobrym
kvantovym ¢islem (linedrni kombinace m; neni vlastnim ¢islem operatoru nékteré
z komponent momentu hybnosti). Obé kombinace ale maji stejnou hodnotu energie
a momentu hybnosti, protoze kvantova ¢isla n a [ zistavaji stejna. Zatimco pro ma-
tematické feSeni Schrodingerovy rovnice je logic¢téjsi a snadnéjsi pouzivat ptivodni
funkce, pro chemika se realné orbitaly hodi, pokud uvazuje o orientaci elektronové
hustoty kolem molekuly. Jak vypada tato kombinace pro p, orbital je znazornéno

na nasledujicim obréazku.
z z
+ —
y
X
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7.3 Zeemanuv jev

V roce 1896 si holandsky fyzik Pieter Zeeman povsiml, Ze pokud vystavime atomy vnéj-
$imu magnetickému poli, dochazi k rozstépeni atomovych spektralnich ¢ar. V nésledu-
jici podkapitole se budeme zabyvat vysvétlenim tohoto jevu na piikladu atomu vodiku,
nejdiive ale zopakujeme zaklady magnetismu.
V kapitole 5 jsme se bliZe seznamili s orbitdlnim momentem, ktery je v klasické fyzice
definovan vztahem
L=rxp (7.42)

kde r je kolmé vzdalenost od osy otac¢eni a p = mv je hybnost. Vektor momentu hyb-
nosti L je kolmy k roviné definované vektory p a r. V pfipadé atomu vodiku si mizeme
predstavit elektron, ktery obihé& kolem atomového jadra. ProtozZe elektron nese elemen-
tarni naboj e, vytvari pii svém pohybu proudovou smycku, ktera je zdrojem magnetického
pole. Z kurzu elektromagnetismu vime, Ze velikost magnetického momentu vytvareného
proudem [ tvoficiho smycku o plose A je I A. Tento vztah vyuZijeme pro nasi situaci, kdy
pravé jeden elektron obih& po kruznici (navic v homogennim magnetickém poli)
e o evr epr elL]

=JA=—mr‘=— = -
1 T T ame  2me

(7.43)

kde v je rychlost pohybu elektronu, r je jeho polomér, m, hmotnost, p hybnost a e
elementarni naboj. Muzeme pak usuzovat, ze analogicky vztah bude platit pro cely vektor

e

p=-——1L (7.44)

2Me

Vztah (7.44) je uveden pro p¥ipad elektronu, uvazujeme hmotnost me a naboj e. Obecné
by ve vztahu figurovala hmotnost ¢astice m a naboj Castice q.

Uvazujme nyni atom vodiku, ve kterém obih4 elektron. Potencialni energie interakce
magnetického momentu s vnéjsim magnetickym polem je dana jako

Uit = —p - B = —|p| B cos 0 (7.45)

kde p je magneticky moment, B je magnetickd indukce vnéjsiho pole a 6 je thel, ktery
sviraji tyto vektory. Bez Gjmy na obecnosti zvolme smér magnetického pole ve sméru osy
z, pak vztah (7.45) miZeme prepsat jako

eh
Uint = _MZB = (2

Me

)mB (7.46)

2%1 se oznatuje jako Bohrtiv magneton S, a méa hodnotu 9,27 - 10724 J T, Vidime,

7e ve vnéjsim magnetickém poli zavisi energie elektronu na magnetickém kvantovém ¢isle
m. Napfiklad elektronovy stav s vedlejsim kvantovym ¢&islem | = 1 (p-orbital) by se mél
ve vnéjSim magnetickém poli rozstépit do tii riznych stavi s riiznou energii podle hodnot
magnetického kvantového éislam = —1,0, 1. V atomovém spektru poté mtzeme pozorovat
rozStépeni hladin, pric¢emz vzdalenost mezi ¢arami zévisi na velikosti magnetického pole,
tj. magnetické indukci B (viz obrazek 7.6). Zeemantuv jev je tak pfimym experimentalnim
potvrzenim prostorového kvantovani momentu hybnosti.

Vyraz
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B=0 B#0

Obrazek 7.6: gtépem’ car v magnetickém poli

Ve skutecnosti se ukazalo, Ze §tépeni atomovych hladin v magnetickém poli je o dost
poli (anoméalni Zeemantiv jev) bylo moZno vysvétlit az po zavedeni dodatetného mo-
mentu hybnosti elektronu, tedy spinu. Nejjasnéjsi experimentalni dilkaz existence spinu
podal experiment provedeny v roce 1922 Otto Sternem a Walterem Gerlachem. Tento
experiment budeme diskutovat v dalsi kapitole.
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8 Elektronovy spin

Elektronovy spin je veli¢ina ponékud zdhadna. Nema obdobu v klasickém svété a Spatné se
tak predstavuje. V kvantové mechanice se spin objevuje jako experimentalni fakt, z rady
experimentu totiz vyplyva, Ze kromé orbitdlniho momentu mé elektron jesté néjaky do-
datedny moment hybnosti. Asi nejpfimocareji je existence spinu patrné ze Sternova—Ger-
lachova experimentu. V nerelativistické kvantové teorii pak existenci spinu postulujeme.
Elektronovy spin ovSem pfirozenym zptisobem vyplynul ze snahy vytvorfit relativistickou
kvantovou teorii, viz kapitola 24.

V této kapitole se dozvime, odkud se spin vzal a jak jej 1ze méfit. I to je pro chemii
dilezité, nebot nékteré z prominentnich experimentéalnich technik jsou zaloZené na méfeni
vlastnosti spojenych se spinem (techniky magnetické rezonance). Spin je ale hlavné spojen
s Pauliho vyluc¢ovacim principem, o ¢emz se dozvime vice v kapitole 10.

8.1 Sterntiv—Gerlachiv experiment

Cilem Sternova—Gerlachova experimentu bylo prokazat tzv. prostorové kvantovini mo-
mentu hybnosti — mame tim na mysli rtizné hodnoty z-ové slozky momentu hybnosti
Castice, naptiklad elektronu v atomu, jak jsme si popsali v kapitole 5. O¢ekavali bychom
napiiklad, Ze u atomu s elektronem v orbitalu p (I = 1) zmé&fime t¥i hodnoty projekce
momentu hybnosti do osy z, odpovidajici magnetickym kvantovym ¢islim m; = —1,0, 1.
Experiment provedeny v roce 1922 Walterem Gerlachem a Otto Sternem v tomto sméru
dikaz nepfinesl, prinesl ale tplné jiné a nepfedpokladané poznatky.

Experimentalni aparatura (viz obrazek 8.1) Sternova—Gerlachova experimentu se se-
stavala z picky, ve které se zahfivaly atomy stiibra. Pary stfibra opoustély picku malym
otvorem a vytvarely paprsek atomii. Paprsek prochazel nehomogennim magnetickym po-
lem a dopadal na sklenénou tabulku, kde se atomy usazovaly. Pfedpokladem experimentu
je, ze atomy stfibra maji nenulovy magneticky moment. Atomy s nenulovym magnetickym
momentem interaguji s nehomogennim magnetickym polem a jsou vychyleny z pfimého
smeéru v zavislosti na prostorové orientaci magnetického momentu. Zvolime-li orientaci ne-
homogenniho magnetického pole ve sméru osy z, pak pro silu, ktera zptisobuje vychyleni
atomi z primé drahy plati

oU
F,=—— 8.1
? 0z (8.1)
kde Uiny = —p - B = —pu, B, je potencialni energie atomu stifbra v magnetickém poli
orientovaném ve sméru z-ové osy. Proto
0B

Podle predstav klasické fyziky bude magneticky moment st¥ibrnych atomu orientovan
v prostoru zcela ndhodné a jeho priumét do osy z tak bude také nabyvat libovolnych
hodnot od —|u| do |u|, kde |p| je velikost magnetického momentu ¢astice. Na stinitku
bychom dostali pfimou ¢aru o velikosti ve sméru z-ové osy odpovidajici dopadtim stii-
brnych atomii. Stifibrné atomy ale dopadaly na stinitko pouze ve dvou bodech, které
odpovidaly magnetickému momentu

eh
2me

p = *pp, pB= (8.3)

85



nehomogenni
magnetické
pole

Obrazek 8.1: Schématické zobrazeni experimentdlni aparatury, kterou pouzili Stern
s Gerlachem p7i experimentu, kterym chiéli prokdzat prostorové kvantovdnd orbitdlniho
momentu hybnosti. Ve skutecnosti prokdzali existenci spinu, dalstho momentu hybnosti
elektronu. Aparatura se sklddala z picky s atomy stribra, které ze zahidly a opouStély
picku malym otvorem, pricemz tvofily atomouvy paprsek. Atomy prochdzely nehomogen-
nim magnetickym polem a vychylovaly se v zdvislosti na prostorové orientaci spinu.
Po dopadu na stinitko se vytvorily dvée stopy odpovidajici dvéma prostorovym projek-
cim spinu — spin nehoru a spin doli. Ddle je zobrazeno porovndni ocekdvané distribuce
dopadi atomi stiibra na stinitko podle klasické (CM) a kvantové (QM) mechaniky

kde up je Bohriv magneton.

Stern s Gerlachem byli nadSeni, nebot tento experiment potvrzoval kvantovani mo-
mentu hybnosti ve sméru osy z. Jenze pozornéjsi pohled uz ukazuje, ze zde néco nesouhlasi.
Atom st¥ibra mé 47 elektronti, z nichZ 46 je sparovanych, nepfispivajicich k orbitalnimu
momentu hybnosti. Zbyvajici 1 nesparovany elektron mé také nulovy orbitalni moment
hybnosti, protoZe obsazuje orbital 5s (I = 0). Celkovy orbitalni moment hybnosti atomii
stifbra je tedy L = 0, a tak by dle rovnice (7.44) méla byt nulova i hodnota magnetického
momentu atomu. MtZzeme pripustit, Ze onen nesparovany elektron se z néjakych dtivodu
bude nachézet v p orbitalu. V této situaci by se ale mél svazek st¥ibra rozpadat na tfi,
nikoliv na dva podsvazky!

Pozorovany nenulovy magneticky moment atomt stiibra musi byt vyvoldn dal$im
momentem hybnosti — nazvéme jej spinem. Musime mu ale prisoudit vedlejsi kvantové
¢islo %, aby odpovidajici magnetické kvantové ¢&islo, jdouci od —I do I po jedné, mélo
jenom dvé hodnoty (v pfipadé spinu ono ,,vedlejsi kvantové ¢islo“ oznacujeme symbolem
s, nikoliv symbolem ).

Sterntiv—Gerlachiv experiment predstavuje pfimou experimentilni metodu umoziu-
jici mérit spin ¢astice. Pro uplnost dodejme, Ze koncept spinu elektronu byl zaveden az
v roce 1925 holandskymi fyziky Georgem Uhlenbeckem a Samuelem Goudsmitem, kdyz
analyzovali atomova spektra. I pfesto je Sterniv—Gerlachtiv experiment povazovan za
experimentalni dikaz existence elektronového spinu.
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Je spin zpusoben rotaci elektronu kolem své osy?

Slovo ,,spin“ je odvozeno z anglického slovesa to spin, tedy tociti se, vifiti, vrtéti
se. Odkazuje na pfedstavu, Ze spin je moment hybnosti spojeny s vlastni rotaci
Castice. Na prvni pohled nejde o nerozumnou predstavu, musime se s ni ale rychle
rozloucit.

Rotujici objekt jako je planeta Zemé otacejici se kolem své osy je spojen s mo-
mentem hybnosti (ozna¢me jej jako S a mluvme o ném jako o spinovém momentu
hybnosti ¢i kratce o spinu), ktery vypocitame jako

S =Iw (8.4)

kde I je moment setrva¢nosti souvisejici s distribuci hmoty objektu okolo osy ro-
tace a w je thlové rychlost. Rotujici nabity objekt pak dava vznik magnetickému
momentu dle rovnice (7.44)

q
- 1sg
ps =5 -

(8.5)
kde ¢ je naboj rotujiciho télesa. Velikost magnetického momentu mtzeme zméfit
Sternovym—Gerlachovym experimentem.

V ¢Cem je tedy potiz? Pfedné, elektron je povazovan za bodovou ¢astici a ned4 se tak
mluvit o jeho rotaci. Jinymi slovy, moment setrvacnosti je nulovy, I = 0, a proto by
mél byt nulovy i elektronovy spin, S = 0. Mtzeme ale pripustit, Ze elementarni ¢és-
tice jsou velmi malé rotujici kulicky. Pokud to ale udélame, ziskdme ¢astici rotujici
kolem své osy vyrazné rychleji neZ je rychlost svétla. Nezbyva ndm tak nez si spin
nijak nepredstavovat a piijmout jeho existenci jako fakt, podobné, jako pfijiméme
u ¢astic jako danou vlastnost jeji naboj nebo tfeba hmotnost (,,gravita¢ni naboj*).

8.2 Spin v kvantové mechanice

Zavedme nyni spin do formalismu kvantové mechaniky. Ze Sternova—Gerlachova experi-
mentu jsme nahlédli, Ze spin m4 vlastnosti momentu hybnosti a pro spin by tak mély platit
analogické vztahy. V kapitole 5 jsme dospéli k zavéru, ze velikost orbitalnfho momentu
hybnosti L je kvantovana

Ll = Il +D)h 1=0,1,2,... (8.6)

kde [ je vedlejsi kvantové ¢islo. A déale, Ze jedna ze slozek orbitalniho momentu hybnosti,
feknéme L., je také kvantovana

L,=mih, my=-1,...,0,...,+l (87)

kde m; je magnetické kvantové ¢islo. Kvantovani slozky orbitalniho momentu hybnosti je
vyjadienim prostorového kvantovani, tj. Ze vektor orbitadlntho momentu hybnosti muze
mit jen urcité prostorové orientace.

Je rozumné predpokladat, Ze pro spin budou platit obdobné vztahy jako pro orbitalni
moment hybnosti. Proto velikost spinového momentu hybnosti S je kvantovana jako

S| = /(s + Dk (8.8)
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kde s je spinové kvantové ¢islo, které v pfipadé elektronu mé hodnotu s = %, a tak
velikost spinu elektronu je [S| = \/gh. Podobné i jedna z komponent spinu, konvenéné

S., je kvantovéana

‘Szzmsh, ms=—S8,...,0,...,+s (8.9)

kde mg je magnetické spinové kvantové ¢&islo, které v piipadé elektronu nabyva hodnot
mg = i%. Elektron se tak miize nachazet ve dvou stavech lisicich se primétem momentu
hybnosti do osy z. Vidime, Ze vztahy (8.8) a (8.9) pro spin jsou obdobou vztahu (8.6) a
(8.7) pro orbitalni moment hybnosti, s tim rozdilem, ze v pfipadé spinu nabyva spinové
kvantové ¢islo s polo¢iselnych hodnot.

V dvodu jsme poznali, Ze moment hybnosti je pfi¢inou nenulového magnetického mo-
mentu (viz vztahy (7.44) a (8.5)). Mezi spinovym momentem a magnetickym momentem
plati trochu komplikovanéjsi vztah nez pro ptripad orbitalntho momentu hybnosti

Bs = ges—S (8.10)

2mee

kde ge je tzv. g-faktor, ktery pro elektron mé hodnotu g, = 2. V nerelativistické kvantové
mechanice je g-faktor veli¢inou, ktera musi byt zméfena, v rdmci relativistické kvantové
teorie elektronu je ovSem mozné jej vypocitat.

7 experimentu vyplyvéa toliko hodnota velikosti momentu hybnosti a primétu mo-
mentu hybnosti do osy z. Abychom teorii uéinili iplnou, mtzeme formalné zapsat operéa-

, . . . . &2 ¢
torové rovnice pro operatory spinového momentu S a S,

S2a = h2s(s +1)a, 6:25 = h%s(s+1)8 (8.11)

S.a = %ha, S8 = —%hﬁ (8.12)

kde a a B jsou tzv. spinové vlnové funkce. VInova funkce o nam nefiké nic jiného,

nez ze elektron ma spin mifici ,nahoru®, tedy ms = %, vinova funkce S mé zase spin
orientovany ,,doli“, tedy je charakterizovana spinovym magnetickym ¢islem mg = —1.

2
Formélné tuto skutecnost zapiSeme nésledujicimi rovnicemi
a(3)=1, a(-3)=0 (8.13)
a
B =0 B(-1) =1 s

Spinové funkce tak nejsou funkcemi prostorovych soufadnic, nybrz magnetickych kvanto-
vych ¢isel jednotlivych elektron.
Takto zavedené spinové vlnové funkce jsou normalizované. Protoze proménné mg na-
1

byvéa pouze dvou diskrétnich hodnot +% a —3, normalizaci myslime

1

2
/\a(ms)|2d7' = Z lo(mg)|? = o BHa@)+a(-3)a(-3)=1+0=1 (8.15)
me=—13
V rovnici (8.15) znac¢i d7 integraci pres cely prostor. ProtoZze spinové funkce jsou defi-
novany na diskrétnich hodnotach spinovych magnetickych ¢&isel, pfestavuje integrace na

sumaci. Suma vyjde jednotkova. Stejny zavér bychom dostali v pfipadé spinové vlnové
funkce 5.

88



Spinové vinové funkce jsou i ortogonalni. Dikaz provedeme nasledovné

)=04+0=0

N[

1
2
[atmastmyar= 37 a*m)aim) =a* (5)5 (4) +a* (~3)5 (-
—

(8.16)
kde mame na paméti, Ze nutnid podminka ortogonality vinovych funkci je, Ze integral,
v tomto pripadé suma, pres cely prostor je rovna nule.

Na prvni pohled mutze zavedeni spinovych operdtort a spinovych funkci pisobit sa-
motcelné. Ukaze se vSak, Ze pro zapis vlnové funkce atomt s vice elektrony tyto funkce
budeme potiebovat.

Spin a vlnova funkce atomu vodiku

V predchozi kapitole jsme vypoditali vlnové funkce atomu vodiku. Tak tfeba elek-
tron ve stavu 1s byl charakterizovan vinovou funkci, ktera zéavisela na tiech pro-
storovych soufadnicich: 1s(r,0,¢) = Wi go(r,0,¢). Nyni ale vime, Ze elektron je
charakterizovan také svym spinem, takZe plnéa vlnova funkce nyni zévisi na ¢tyfech
soutadnicich, r,0,¢ a mg. TakZze pro elektron se spinem ,nahoru“ bychom méli
psét 1s(r,0,¢)a(+3). Pii feseni Schrodingerovy rovnice jsme ale mohli na spin
zapomenout, nebot v hamiltonianu neni zZadny ¢len, ktery by ptsobil na spinovou
souradnici. Rovnici

H1s(r,0, ¢)o(ms) = E1s(r, 0, ¢)o(ms) (8.17)
proto muZeme napsat ve formé
a(ms)H1s(r,0, ¢) = E1s(r, 0, $)a(my) (8.18)

resp.
His(r,0,¢) = Els(r,0, $) (8.19)

Spin tedy nemusime v tomto pfipadé uvazovat. Ale pozor, v okamziku, kdy atom
umistime do vné&jsiho magnetického pole, objevi se v hamiltonidnu interakéni ¢len

(&

Unni = = B = —ge3 S B (8.20)

€

kde jiz vystupuje spinovy operétor a energie potom bude rizné pro a a 8 elektron.
Spin hraje také zasadni roli pro vicelektronové systémy, a to i kdyz zadné pole
nezapojime.

8.3 Spin v magnetickém poli

V pripadé Sternova—Gerlachova experimentu jsme se setkali s tim, Ze spin elektronu in-
teraguje s vnéjsim magnetickym polem. Pro potencialni energii této interakce je mozné
psat

Unt = —us - B (8.21)
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prvek [ gN N
'H § 55857 267,513
Be 4 1,4048 67,2828
BN 1  -05664 -27,116
WF 1 5253736 251,662
sip 3 2,2632 108,291

Tabulka 3: Hodnoty g-faktori a gyromagnetickych pomeéri pro nékterd béznd jddra

kde B je magneticka indukce vnéjstho magnetického pole. Orientujeme-li pole ve sméru
osy z, tj. B = (0,0, B,), a za magneticky moment dosadime ze vztahu (8.10), dostaneme
pro potenciélni energii interakce
e e
Uint = —p. B, = _geTBzSz = —Fe
m 2

(S} (S}

B,himg = vB,himsg (8.22)

Za z-ovou komponentu spinu jsme dosadili jeji vlastni hodnotu S, = mgh a déle konstanty
—% jsme zahrnuli do jednoho faktoru =, ktery se nazyva gyromagneticky pomér.
Protoze kvantové ¢islo mg v pripadé elektronu miize nabyvat dvou hodnot i%, dojde ve
vnéjsim magnetickém poli k rizné silné interakci elektront s vnéjsim polem v zavislosti

na prostorové orientaci jejich spini. Rozdil energii dany riiznou orientaci spinu je roven
AU = vB.h (8.23)

Rovnice (8.23) je zékladem experimentalnich technik EPR (elektronova paramagne-
tickd rezonance) a NMR (nuklearni magneticka rezonance) spektroskopie.
V piipadé NMR je nutné uvazovat gyromagneticky pomér pro sledované jadro
e
YN = gN 2m, (8.24)
kde m;, a gy jsou hmotnost protonu a g-faktor daného jadra. Spinovy moment jadra se
obvykle oznacuje symbolem I a odpovidajici kvantova ¢isla pak jako I a Mj. Néktera
jadra maji nulovy spin (tfeba 160), jiné poloviéni spin (napt. 'H & 13C), jiné jednotkovy
(napi. 2H) a tieba 3°Cl m4 spin % V chemii se nejcastéji setkdvame se spektroskopiemi
zaloZenymi na pfechodech pro jadra protonu 'H a uhliku 3C. Atomova jadra v molekulach
jsou ovlivnéna magnetickym polem generovanym okolnimi elektrony a spektralni poloha
piku tak zavisi na chemickém okoli daného jadra. Hodnoty g-faktora a gyromagnetickych
poméri pro néktera jadra bézné pouzivana v NMR, spektroskopii jsou v tabulce 3.

Priklad 8.1
Zadani: Spoditejte dvé mozné energie nuklearniho spinu pro jadro 'H v magnetickém poli
5,50 T.

ReSeni: Energic jsou dany vztahem

Usnt = YynhmsB, = £7,76 - 10726 ]
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Zadani: Spocitejte energeticky rozdil téchto dvou stavii. Jakou vlnovou délku by muselo
mit elektromagnetické zareni, aby doslo k absorpci z jednoho stavu do druhého?

Reseni: Energeticky rozdil bude
AE =2 |Upy| =1,55-1072° ]

Vlnova délka fotonu pak je
c c

h

Zobrazovani magnetickou rezonanci

Technika magnetické rezonance je rozsdhle vyuzivdna v mediciné — rozlozeni kon-
centrace protont dokéze skvéle vizualizovat lidské té€lo. V piikladu vySe jsme ale
vidéli, ze vlnova délka zafeni v protonové magnetické rezonanci dosahuje rfadové
metri — zobrazeni s touto presnosti by nebylo dost dobré ani pro nejvétsi savce.
Muzeme ale udélat jeden trik, pacienta vlozime do nehomogenniho magnetického
pole, takze rezonanéni podminka je splnéna pouze v konkrétnim bodé, ktery chceme
vizualizovat.

Prvni experiment tohoto druhu provedl Paul C. Lauterbur v roce 1973 (Nature,
242, 190-191 (1973)). Svou techniku pojmenoval zeugmatografie, nazev se vsak
neudrzel. Prvni sken lidského téla pomoci magnetické rezonance byl pak pofizen
Sirem Peterem Mansfieldem v roce 1977 a jednalo se o prst jeho studenta Andrewa
Maudsleyho (viz ¢lanek British Journal of Radiology, 50, 188-194 (1977)).
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9 Priblizné metody

V predchozich oddilech jsme si ukéizali feSeni Schrodingerovy rovnice pro nékteré jedno-
duché pripady. Analyticky FeSitelnych tloh je ale velmi mélo. Je mozné fesit rovnice také
numericky, ale to nejsme schopni provést pro vétsi pocet Castic. V chemii pfitom bézné
potfebujeme popsat atomy a molekuly o desitkach ¢i stovkach ¢éastic. Jsme pak odkézani

vvvvvv

kterymi se v kvantové chemii setkdvame, totiz variac¢ni a poruchové metody.

9.1 Variac¢ni princip

Prirodni zakony mohou byt ¢asto formulovany rtznymi ekvivalentnimi zpisoby. Principy
klasické mechaniky lze naptiklad formulovat pomoci soustavy diferencialnich rovnic (napf.
Newtonovych), ale stejné platny je i tzv. princip miniméalni akce. Podobné muzeme zékony
klasické optiky formulovat pomoci zakont odrazu a lomu, ale stejné dobfe pomoci tzv.
Fermatova principu, dle kterého se paprsek mezi dvéma body pohybuje po draze, na
které stravi nejkratsi ¢as. Fermativ princip je piikladem varia¢niho principu. S varia¢nim
principem se hojné setkdvame také v kvantové mechanice.

9.1.1 Varia¢ni princip v kvantové mechanice

Dle varia¢ni teorému je stfedni energie vypocitana s libovolnou zkusmou normovanou
vinovou funkci ® vzdy vétsi nebo rovna energii zékladniho stavu systému

€= /(I)*ﬁ[(I) dr > E (9.1)

kde Ey energie zakladniho stavu a jako € jsme si oznacili varia¢ni integral se zkusmou
vlnovou funkeci ®.5 Toto tvrzeni je dulezité. Pfedstavme si, Ze jsme dvéma réznymi zpi-
soby odhadli zkusmou vInovou funkci. Varia¢ni princip umozni{ rozhodnout, které z nich
je lepsi — spravnéjsi bude spiS feSeni s nizsi energii.

Pri praktickém pouziti uvazujeme vétSinou zkusmou vinovou funkci zavisejici na né-

kolika parametrech, ozna¢me si je tfeba A1, Ag,..., obecné \;. Minimalizace variacniho
integralu .
J@*HDdT
AL, Ao, ) = S 9.2
5( 1, N2, ) f &P dr — 0 ( )

vudi témto parametram pak umozni nalezeni jejich optimalnich hodnot. Jmenovatel ve
vySe uvedeném vyrazu je samoziejmé pro normované funkce ® jednotkovy. Varia¢ni op-

timalizace se v tomto pripadé redukuje na nalezeni ¢isel A1, Ao, ..., pro které nabyva
priblizna energie £(A1, Ao, ...) minima. Podminkou minima je z matematického hlediska
nulovost derivaci pfiblizné energie £(A1, A2, ...) vaéi parametram \;

Oe

— =0, Wi 9.3

o\ (9:3)

6Zkusma vlnova funkce piedstavuje aproximaci pFesné vlnové funkce. Vétsinou je funkci sady parametri,
které hleddame tak, aby byla vysledna energie minimalni.
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Dikaz varia¢niho principu

Predpokladejme nyni, Ze zndme piesna feSeni Schrodingerovy rovnice, tj. Ze jsme
schopni vyfesit rovnici

Hyy, = By (9.4)

Kazdou zkusmou vlnovou funkci ® pak miizeme zapsat ve tvaru linedrni kombinace
vlastnich funkci Hamiltonova operatoru

¢ = Z ¥k (9.5)
k

nebot vlastni funkce hamiltonianu vytvari uplny soubor funkci. Rozvoj nyni dosa-
dime do levé strany rovnice (9.1)

/@*.ﬁ[@ dr = / (Z czwzﬁzc,wl> dr = chzc,/¢;ﬁwl dr =
k l ko1
=> Y ciaEidu
k l

(9.6)

kde jsme vyuzili skute¢nosti, ze H iy = Epfp a zaroven jsme vyuzili ortogonalitu
vlastnich funkei, tj. [}y dT = 0k. Rovnici si nyni mitzeme piepsat do jednodus-
stho tvaru

/cb*ﬁlcb dr =" |ex*Ex (9.7)

k

Pokud je nafe funkce ® normovand, plati Y, |ck|> = 1. Variatni teorém do-
kazujeme pro zakladni stav Fy, tedy stav z nejniz$i moznou energii, plati tedy
Ey < Ey < Es. .. (nepiSeme ostrou nerovnost, nebot stavy mohou byt energeticky
degenerované). Dosazenim Fy za Fj, a vytknutim pfed sumu dostavame pozadova-
nou nerovnost

/cb*flcb dr =) |eel’Ex = ) lex’Eo = Eo Y |exl* = Eo (9.8)
k k k

coz neni nic jiného nez varia¢ni teorém. Ekvivalenci mezi Schrodingerovou rovnici a
minimalizaci funkcionélu energie ukazujeme také jinym zpisobem v dodatku 28.4.

Priklad 9.1

Platnost varia¢niho principu si ukdzeme na piikladu jednorozmérné potencidlové jamy.
Zkusmé vlnova funkce musi splitovat okrajové podminky, tedy ®(0) = 0 a ®(L) = 0.
Nejjednodussi takovou funkci bude nejspis kvadratickd funkce. Necht méa tedy zkusmé
funkce ® nasledujici tvar

& = Nzx(L —x)
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Nejprve uré¢ime normu dle rovnice

1 L L 5 9 L5
m:/0 <I><I>d:r:/0 z*(L — ) dx:%

tedy
30
N - E
Normovana zkusma funkce je tak
30
o= ﬁx(lj —I)
Pripomenme si jesté, jak vypada hamiltonian pro ¢astici v jednodimenzionalni potencialové
jameé
. n? d?
H=—-———
2m da?

Nyni mizeme uplatnit vztah (9.1)

Y s h? 30 [F d?(zL — 2?)

Po vycisleni dostaneme

5h? S h? B
E = =
4®mL2 = 8mL® "
Resen{ tak vede k hodnoté 0,127$, zatimco presné feSeni je 0,125$. N4&s odhad byl

docela dobry! Na konkrétnim piikladu jsme si tak ukézali platnost varia¢niho teorému.
V tomto piipadé jsme nemuseli parametry zkusmé vinové funkce optimalizovat, jediny
parametr N byl dan normalizaci.

9.1.2 Linearni varia¢ni funkcional

V kvantové chemii hledame ¢asto zkusmou funkci jako linedrni kombinaci predem defino-
vanych funkci. Optimalizujeme pak pouze piispévky jednotlivych funkei k celkové vinové
funkci, tj. hleddme nejlepsi mozné rozvojové koeficienty. Tak v chemii jsme si napiiklad
zvykli hledat molekulové orbitaly jako linearni kombinace atomovych orbitali.

ZapiSme tedy vlnovou funkci jako linearni kombinaci bazovych funkci

= cpfr (9.9)
k

kde fi je sada ndm znamych vhodnych funkei (pfedpokladejme také pro zjednoduSeni
zapisu, ze realnych) a ¢ jsou rozvojové koeficienty. Ty budeme variaéné optimalizovat.
Takto definovanou vlnovou funkci dosadime do vyrazu varia¢niho integralu (9.2)

_ f(l)*]:[@ dr _ ka Ckfklilzl ¢ fidr _ Zk,l Ckclffkﬁfl dr
- Jeredr [ Yyafidafidt Yy ek [ fofidr

> (9.10)
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Definujme si nyni matici pfekryvu S pomoci jejich maticovych elementi

Skl = /fkfl dr (9.11)
a Hamiltonovu matici H s elementy
Hy = /fkflfl dr (9.12)
Matice S a H jsou symetrické. Variacni integral pak mé tvar
creiHy
— %’ZI e (9.13)

Pojdme nyni hledat optimalni hodnoty rozvojovych koeficientii ¢; pro tento rozvoj.
Nejdrive vyraz (9.13) prepiSeme do tvaru

9 Z CkClSkl = Z CkClHkl (9.14)
k1l k,l

. . . . . 4 . . . o
Nyni zderivujme levou i pravou stranu této rovnice podle ¢;, tj. provedeme operaci I

Na levé strané musime k vyrazu pristupovat jako k soucinu funkci. Dostaneme

Oe ocy, dg Ocy, dcy
= H, H, 1
%0 ckClSkl + 52 ( ~C Sl + de; CkSk:l> ; <8c caHy + 9e, % kl) (9.15)

Prvni ¢len na levé strané bude nulovy, nebot & = 0 (hledame totiz varia¢né optimalni

feSeni). Derivace jednotlivych ¢lenti se dale ZJGdHOdllSl uvazujeme-li % = g
EchSki —i—EZClSM = ZCkai +ZClHli (9.16)
k l k !

kde ov8em sumy pfies s¢itaci indexy k a [ jsou identické a my muZzeme rovnici (9.16) zapsat
ve tvaru

ch ik —ESi) =0 (9.17)

Jde o soustavu linearnich rovnic (danou rovnici totiz muzeme zapsat pro vSechna i),
jejimz FeSenim jsou rozvojové koeficienty ci. Mluvime o soustavé sekularnich rovnic.
Je zde ale maly zadrhel, k formulaci téchto rovnic potfebujeme znat hodnotu energie
e. To je ale hodnota, kterou hledame! V&imnéme si, Ze jedno FeSeni zname okamZité,
¢, = 0. Jde o tzv. trividlni FeSeni. To nés ale nezajimé, nulové feSeni totiz nepredstavuje
vlnovou funkci. Linearni algebra nas uci, Ze soustava rovnic s nulovou pravou stranou
mé netrivialni feSeni pouze tehdy, jestlize je determinant soustavy (v tomto p¥ipadé tedy
sekularni determinant) nulovy

IH—eS|=0 (9.18)

Sekularni determinant predstavuje algebraickou rovnici pro neznamou hodnotu . Pro
rozvoj vinové funkce do dvou bazovych funkci ptijde o rovnici kvadratickou, pro rozsahlejsi
rozvoje pujde o rovnice vyssich radu.

95



Priklad 9.2

Jednodimenzionalni potencidlovou jamu si nyni vyFesime i pomoci bazového rozvoje (9.9).
VInovou funkei definujeme ve tvaru ¢ = c12%(L — z) + cox(L — x)2. Postup je nasledujici
— a) spo¢itame vSechny integraly Hy; a Sk, b) polozime sekularni determinant roven nule
a vypocitame energie €, c¢) pro kazdou hodnotu & vypoé&itame rozvojové koeficienty ze
sekularnich rovnic.

Priklad vyfeSeny v programu Mathematica je dostupny na webovych strankach predmétu
(https://ufch.vscht.cz/studium/mgr/kvantova_chemie).

Priklad 9.3

Pouziti varia¢niho principu si ukidZzeme na zapisu molekulového orbitalu dvouatomové mo-
lekuly (napf. Hs) jako linearni kombinace dvou atomovych orbitalt (x4 a xp) lezicich na
jednotlivych atomech (pfedpokladejme, Ze atomové orbitaly jsou realné a jsou stejné, jen
jsou jinak centrované)

® =caxa+cBXxB

Oznadime si maticové elementy Hy; a Sg; pomoci symboli pro atomy A a B
Hap = /XAI:IXB dr
Hasa=Hpp = /XA]:IXA dr
Sap = /XAXB dr

Dalsim krokem bude sestaveni sekularniho determinantu

Hpp— ¢ Hap —eSap

=0
Hap —eSap  Hpp—¢ ’

Sekularni determinant posléze s vyuzitim Ha4 = Hpp vyfesime (jde o kvadratickou rov-
nici) a dostaneme vztah pro
S Haa+ Hap

1.2 1+ S4B

Dale vyfesime sekularni rovnice

ca(Haa —€San)+cp(Hap —€Sap) =ca(Has —¢)+cp(Hap —eSap) =0
ca(Hpa —eSpa) +ce(Hpp —€Spp) = ca(Hap —eSap) +cg(Haa —€) =0

Do sekularnich rovnic si dosadime vztahy za €1 2 a po vy¢isleni dostaneme c4 = cp (pro
e1) acq = —cp (pro e3). Ze dvou atomovych orbitali tedy dostaneme vazebny molekulovy
orbital ®; a antivazebny molekulovy orbital ®o

O =calxa+xB)
®y = ca(xa —xB)
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Krabicovy model atomu vodiku

Predstavme si atom vodiku jako krychli o hrané L. Pokud uprostied krychle nebude
proton, budeme védét, ze energie zékladniho stavu (zde kinetickd energie) bude

T

h? 3h?

Eii11

Z rovnice je vidét, ze kineticka energie zavisi na velikosti krychle L — &¢im vétsi L, tim
ma Céstice mensi energii. My ale mame v centru atomu i proton, kterym jsou elek-
trony pritahovany a udrzovany v malém prostoru. Cim mensf bude rozmér atomu,
tim nizsi bude potenciadlni energie pritahujicich se elektronu a protonu. Malicko
nekorektné predpokladejme, Ze primérna vzdalenost mezi protonem a elektronem
je %. Celkova energie atomu vodiku je

3h2 1 4e2

E=FEgp+ Epot = —0 o = —— %
kin + Epot = ¢T3 T dmeg L

(9.20)

Délka krychle L ale neni nic jiného neZ varia¢ni parametr. Abychom dostali mini-
mum energie, musime minimalizovat zavislost (L)

dE  6h? 1 4e?

— = T — 9.21
dL 8mL3 + 4meg L2 ( )
ReSenfm této rovnice je optimélni hodnota L
h* 3
L =4neg—— = 392 9.22
0 e 16 P (9.22)

Vyslo nam, Ze atom je krychle o hrané 392 pm a jeho energie (po dosazeni) v za-
kladnim stavu je —1,18 - 10718 J, tj. —7,4eV. Soulad s piesnym vysledkem neni
uzasny, ale je rozumny (tj. fadové spravny).

9.2 Poruchova teorie

Predpokladejme, Ze FeSime Schrédingerovu rovnici pro néjaky slozity problém
Hipp = Enthy (9.23)
Znéame pritom TeSeni jednodussiho problému, ktery se od puvodniho problému moc nelisi

700 = EO O (9.24)

Od jednoduchého problému prejdeme tedy k problému sloZitéjsimu pridanim malé poru-
chy. K feSeni problémii tohoto typu pouzividme poruchovou teorii.
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Priklady pouziti poruchové teorie

Chceme napiiklad popsat vibraci molekuly v anharmonickém potencidlu s kubic-
kym a kvartickym ¢lenem
. n? d?

1 2 3 4

Pri¢emz analyticky jsme schopni vyfeSit problém pro harmonicky potencial

. (0) 7o 1

Hamiltonian harmonického systému tak reprezentuje neporuseny systém a kubické
a kvartické ¢leny predstavuji malou poruchu
j7 f{(o) 4B 4

= cx® + dx (9.27)
Doufame pritom, Ze se feSeni pro neporuseny systém nebude dramaticky lisit od
plného feseni.
S jinym piikladem pouziti poruchové metody se setkime v kapitole 10, vénované
vicelektronovym atomtim. Bude pro nas snadné vytesit problém, kdy jsou atomy
pritahovany k atomovému jadru, ale mezi sebou se neodpuzuji. Takovyto referen¢ni
systém neni ve skute¢nosti iplné nesmyslny, jadro mé vétsi naboj nez kazdy z elek-
tronti a mezielektronovou repulzi tak muZeme povazovat za poruchu. Dluzno ale
podotknout, Ze v tomto pfipadé je porucha dost velkd a nemiiZeme o¢ekévat presné
vysledky.

Obecné si tedy hamiltonidn definujeme pomoci pfiblizného hamiltonianu a poruchy

O (9.28)

H=H
pfi¢emz A je parametr slouzici k postupnému zapnuti poruchy (A = 0 znamené, Ze mame
neporuseny systém, A = 1 znamen4, Ze je naopak plné zapnuté porucha).

ProtoZe hamiltonian zavisi na poruchovém parametru A, bude na ném zaviset také
vlnova funkce a energie. Vlnovou funkeci a energii si rozepiSeme ve formé Taylorova rozvoje
okolo neporusSeného reSeni

U =) + M + NP+ (9.29)
E, = EY 4+ EW + X2EQ) + ... (9.30)

kde jsme si jako zpq(}) oznagdili % a jako EY(LI) jsme si oznacili 8{%\” (analogicky pro vyssi

poruchové prispévky).

Pojdme se ted domluvit na nékolika odchylkidch od doposud bé&Zného zapisu. Predng,
pro usporu mista budeme v tomto oddile vyuzivat braketovou notaci, které se jinak
v tomto textu vyhybame. Bude tedy platit, Ze

/%%w—mmm (9.31)

98



[ bt dr = () (932

Domluvme se také na to, Zze v dal$im odvozeni budeme pracovat s jinou normalizaci
. o . . . « . 0) .
vlnové funkce, neZ na kterou jsme zvykli. Vinova funkce neporuseného systému w,ﬁ) je
normalizovand béZnym zplsobem

[ ar = (w0 =1 (9.3

Pro presné reSeni ¥,, ale nebudeme predpoklddat normalizaci na jednicku, ale pouzijeme
mazanou normalizaci s vyuZitim vlnové funkce neporuseného systému

[ 6 ndr = (P =1 (931

pricemz je tfeba si uvédomit, Zze normalizace vlnové funkce nema vliv na vypocitanou
energii — vynasobeni vlnové funkce konstantou (normou) nemé vliv na hodnotu energie
ze Schrédingerovy rovnice H ¥n = Epy,. Nase volba nam ale usnadni praci. Podivejme se
jak. Do normaliza¢ni podminky (9.34) dosadime poruchovou vlnovou funkei (9.29) (dale
jiz. pouzijeme vyhradné braketovou notaci)

L= (O ) + A (POl ) + 22 (@O1P ) + .. (9.35)

Prvni ¢len pravé strany posledni rovnice je jednotkovy, protoze vlnova funkce neporuse-
ného systému je normalizované. Proto musi byt dalsi ¢leny nulové

(6P ) =0
(s =0

Uvidime, ze diky tomu se zbavime nékterych nepotiebnych ¢lentt v odvozeni.
Ted k samotnym rovnicim poruchové teorie. Hamiltonian (9.28), energii (9.30) i vl-
novou funkei (9.29) dosadime do Schrédingerovy rovnice

(9.36)

(274 2") (00 4 20D + 220D + ) =
= (Eéo) + )\E7(L1) + )\QE,?) +. ) (%(10) + )\%(11) n )\2%(12) L ) (0.37)

Rovnici sefadime dle mocnin A

A (0 — B + AL (77

4 A2 (H ©

W0+ ' — EOUD) — B0 +
U+ H YD = BOD — BNy — EQy)) +-- =0 (938)

Vzhledem k tomu, Ze rovnice musi platit pro libovolnou hodnotu parametru A, musi se
kazda zavorka zvlast rovnat nule. Schrédingerova rovnice se tedy rozpadéa na nasledujici
rovnice

f{(o)%o) _ ES))%O) (9.39)
( 7O T(LO)) W) — ( EW _ f ’) $® (9.40)
<ﬁ(0) 3 r(Lo)) D@ — E@ 0 4 (Efll) _ ﬁ[’) ne (9.41)



Rovnice budeme fesit postupné. Prvni rovnici neni nez Schrédingerova rovnice pro
neporuseny systém. Z druhé rovnice ziskdme korekci k energii a k vinové funkci v ramci
P vz 4 . o . o L . o 0
prvniho fadu poruchové teorie. VyuZijeme rovnice (9.40). Pfedpokladejme, Ze funkce w,& )

tvori uplny soubor funkei. Rovnici (9.40) nyni vynasobime komplexné sdruzenou funkei

7(n0)* a zintegrujeme pies cely prostor. V braketové notaci

(D) - BEO (6D 100) = BEO (6@ @) — (sD1H160) - (942)
7(0)

Prvni ¢len v predchozi rovnici si muZzeme upravit s vyuzitim hermiticity operdtoru H

(w01 0) = [o@BOu0dar = [wOE w0 a7 = BD (s@1uD) (943)
Rovnice (9.42) pak prejde na tvar
(B9 = BO) (vwD) = B (v ) = (w1 ) (9.44)

Nyni mohou nastat dva pripady

e m = n: Pokud m = n, cela leva strana rovnice (9.44) vypadne a my dostaneme
okamzité korekci k energii

B = (v ) (9.45)

Porucha energie v prvnim stupni tedy odpovida poruse zprimérované pies neporu-
Senou vlnovou funkci.

e m # n: rovnice (9.44) v tomto piipadé piejde na tvar

(B - BED) (601} = = (DU |00 = ~H,,,  (9.46)

Tento vysledek ndm pomuze vyjadrit korekci prvniho fadu k vinové funkci. Poruchu
ve vlnové funkci prvniho fadu si vyjadiime jako linearni kombinaci bazovych funkci

P =3l (9.47)
a dosadime do rovnice (9.46)
(BQ - EO) S e (s@16”) = — (o1 [ (9.48)

i

Jelikoz ale <17ZJ£2)|’(/)§0)> = 0,; dostavame

(BD — B®) e = — (p1H 19 (9.49)
z Cehoz vyjadiime rozvojovy koeficient ¢, jako
(w18 k)
e = ————————— (9.50)

EY — EY
100



Korekci prvniho fadu k vinové funkci tedy dostaneme pomoci nasledujiciho vztahu

©) 71,0
S ) i
(1) _ < 0) _ mn (0)
= g 2 -

Podobnym zptisobem, jaky jsme si zde ukézali pro korekce prvniho fadu k energii a
vlnové funkci, lze odvodit i vztahy pro vyssi fady poruchové energie. Zde uvedeme pouze
konecény vztah pro korekci energie druhého fadu

! EY - B '

m#n

Jisty problém zde predstavuje skutecnost, Zze k vypoctu poruchové energie potiebu-
jeme znat celé energetické spektrum (tj. energii zakladniho i v8ech excitovanych stavi)
energii neporuseného systému. To je v mnoha pripadech znacné neprakticky pozadavek.
Pokud vime, jak energie systému pfiblizné vypadaji, miizeme v néktery piipadech na-
hradit sumu ve jmenovateli rovnice (9.52) primérnou excita¢ni energii a dospét k tzv.
uzaviraci aproximaci (angl. closure approzimation), kterad déle zjednodusi tvar rovnice
pro energii.

Posledni problém, jemuZ jsme se zde nevénovali jsou degenerované stavy. Pro dege-
nerované stavy poruchova teorie, jak jsme si ji zde formulovali, nefunguje, protoze ¢len
E7(7?) — E}lo) bude nulovy a vztahy pro rozvojové koeficienty ¢; budou divergovat. Pro
degenerované vztahy existuje mirné odlisna formulace poruchové teorie.
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10 Viceelektronové atomy a Pauliho princip

vvvvvv

Schrédingerovu rovnici nejsme analyticky schopni Tesit pro nic slozitéjsiho nez je atom
vodiku (miuZeme fesit jen dvoucasticové problémy, ale v klasické mechanice je to zrovna
tak). Tato situace je pro chemika pochopitelné malo uspokojiva. Pomoci kvantové teo-
rie bychom chtéli zkoumat vlastnosti atomti a molekul, ve kterych se pohybuje mnoho
elektronii. Prislusné Schrédingerovy rovnice jsou ale pfilis komplikované, takze nejsme
schopni najit feSeni analytické a bohuzel ani feSeni numericky presné. Nezbyva nam proto
nez se vydat do kalnych vod pfibliznych metod. Regenf Schrédingerovy rovnice pro atom
vodiku nam nicméné poskytne dobry zaklad, ze kterého je mozné se odrazit k ptibliz-
nému TeSeni problému viceelektronovych atomi. Zakladni postupy si mizeme ukazat jiz
na ,nejjednodussim slozitém atomu“, atomu helia.

10.1 Atom helia

V atomu helia na sebe ptisobi tii ¢astice, jadro helia s protonovym (resp. ndbojovym)
Cislem Z = 2 a dva elektrony. Nebude nam tudiZ zatéZzko napsat pro helium hamiltonidn

. h2 1 (Ze2 Z€2) 1 €2
+

H=— (Al—l-Az)

— 10.1
2me 47'[80 ( )

1 () 47'[80 712 ’

kde hamiltonian zapisujeme v soufadnicové soustavé umisténé do jadra helia (viz obrazek
10.1).

e (X2,Y2,22)

e (X1! Y1 Zl)

He

Obrazek 10.1: Vzddlenosti mezi édasticemi v atomu helia. Stied soufadné soustavy
wvaZujeme v jadru atomu

Symbol
0? 0? 0?
AM=—+——+-= (10.2)
ox?  oyP 022
oznacuje Laplacetiv operator prvniho elektronu souvisi s jeho kinetickou energii a
0? 0? 0?

A E

je analogicky Laplaceav operator pfislusejici druhému elektronu, r; je vzdéalenost mezi
jadrem helia a prvnim elektronem, ry je vzdalenost mezi jadrem helia a druhym elek-
tronem a 719 je vzdalenost mezi obéma elektrony. Schrodingerova rovnice je v tomto
piipadé parcialni diferencialni rovnici druhého fadu, jejimz feSenim je (vinova) funkce
Sesti proménnych, kupiikladu kartézskych soufadnic obou elektronu xi, y1, 21, 2, Y2 a
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z nebo sférickych soutradnic téchto elektront 71, 61, ¢1, 2, 02, ¢o. Bohuzel ani v jedné
sadé soufadnic se ndm nepodafi hamiltonidn separovat, nemuzeme jej napsat jako soucet
¢lenti zavisejicich na soufadnicich pouze jednoho elektronu a ¢lenu zavisejictho pouze na
soutradnicich elektronu druhého. Hamiltonian miZzeme zapsat nasledujicim zptsobem

f[:fll—{-ﬁg—}—ﬁlg (104)
kde hamiltonian ) )
R h 1 Ze

Hy=-— Al — 10.5

! 2me ! 47'[50 1 ( )

ptisobi toliko na soufadnice prvniho elektronu a hamiltonian

N h? 1 Ze?
Hy =— Ag — 10.
2 Qme 2 47‘[80 ) ( 0 6)

pouze na souiadnice elektronu druhého. Problém ptisobi ¢len popisujici odpuzovani mezi

elektrony
- 1 €2 1 e?

28 (10.7)

- 47’[80@ - 47’(60 ’I‘l — I‘2|

KdyZ zanedbame odpuzovani mezi elektrony, situace je razova — celkovou vlnovou funkci
snadno zapiSeme jako soucin dvou vlnovych funkei ¢ a ¢o (pouZijeme metodu separace
proménnych, srov. rovnici (6.3))

Y =192 (10.8)

pri¢emz ¢ zavisi pouze na souradnicich prvniho elektronu a je ddna feSenim rovnice
Hi¢r = Erdn (10.9)

Tato rovnice ale neni nez Schrédingerova rovnice pro atom vodikového typu! Jeji feSeni
tudiz zname, pro zakladni stav plati

3
1 Z\2 _Zn
(bl_\/ﬁ(a()) e 90 (10.10)

kde Bohriav polomér lze vyjadrit pomoci fundamentélnich fyzikalnich konstant

47’[60 h2
apg =

10.11
e (10.11)
Analogické vztahy plati pro vlnovou funkci ¢9, takZe celkovou vlnovou funkei mizeme

napsat jako
123 _zn _Zry
*738 “ e @0 (1012)

=12 =

Energie atomu helia pti zanedbani ¢lenu His tedy pfi zanedbéani odpuzovani elektront)
je pak déna vztahem
2 2

E=EFE +By=—136 (2 + 2) eV = —13,6 -8V = —108,8eV (10.13)
n n
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Tato hodnota je po Certech vzdéalena od hodnoty zmérené experimentélné (—79,0 eV).
Ctenaf mize byt navic znejistén skute¢nosti, ze vypocitané hodnota je nizsi nez hodnota
experimentalni. Neprotivi se tento vysledek varia¢nimu principu? Po blizsim ohledéni zjis-
time, Ze nikoliv. Varia¢ni princip pravi, Ze energie vypocitana s pfibliznou vlnovou funkci
pomoci spravného hamiltonianu je vzdy vyssi nez energie skuteéné. Nase zjednoduSeni ale
nespocivalo v nalezeni piiblizné vlnové funkce pro presny hamiltonian, nybrz v nalezeni
presného feSeni pro pfiblizny hamiltonian.

7 predchoziho vypoctu vyplyvé, ze mezielektronové odpuzovani v nasich tvahach za-
nedbat nemiuZeme. V nasledujicich oddilech si ukazeme, kterak elektronovou energii atomu
helia vypocitat s vyuzitim dvou cest, pomoci poruchového i variaéniho pfistupu.

10.1.1 Vypocet elektronové energie atomu helia poruchovym pfistupem

V poruchové teorii pfedpokladame, Ze jsme schopni nalézt feseni pro ptiblizny hamiltonian
- (0 . o7 ~ (0 -
H ©) a pomoci tohoto feSen{ pak hledame feSeni pro prfesny hamiltonian H = H © + H '
Zvolme si jako hamiltonian nultého fadu soucet

ORI A

H =H{+ Hs (10.14)
ve kterém je zanedbano mezielektronové odpuzovani. Resent pro tento systém zname.
Korekce prvniho fadu pro energii (srov. oddil 9.2, vztah (9.45)) je pak déana jako

_ / PO i O dr (10.15)

coz v naSem piipadé konkrétné znamena Sestidimenzionalni integraci ptes (sférické) sou-
fadnice obou elektronti

21 271

T T o0 OO
1 ZG 2 Zr Zry 1
E(l)_47T5 200 ////// “016 “02 —7’1 sm91r251nc92dr1dr2d61d02d¢1d¢2
0 0900000 2

(10.16)
kde jsme za 1(©) dosadili ze vztahu (10.12). Vyrazy r? sin 61 a r3 sin 65 predstavuji jakobian
transformace z kartézskych do sférickych souradnic.

Vyéisleni tohoto integralu je ponékud svizelné, ale proveditelné.” Po provedeni ziskame
korekci prvniho fadu. Celkova energie v rdmci poruchové metody prvniho fadu vyjde

E=E9 4+ M = _108,8 + 34,0 = —74,8¢V (10.17)

Souhlas s experimentem jiz tedy neni tplné Spatny! V poruchové metodé bychom mohli
pokracovat i do vyssich fadt. Pro helium vychazi korekce vyssich fadi

E® = _43eV
E® =0,1eV

Postupné tak v ramci poruchové metody konvergujeme k experimentalni hodnoté.

"Vy¢isleni je mozné nalézt v knize Ira N. Levine, Quantum Chemistry Pearson Prentice Hall, 2014.
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10.1.2 Vypocet elektronové energie atomu helia varia¢nim pristupem

Pfi varia¢nim FeSeni potfebujeme najit néjakou pribliznou (ale rozumnou) vlnovou funkei,
kterd mé nedourcené parametry. Vyjdéme z funkce ve tvaru

1/ Z'\° _Zn _Zrn
@:() e @ e @ (10.18)

ao

Tato funkce vypadéa jako vinova funkce atomu helia, ve kterém se elektrony neodpuzuji.
Misto nabojového ¢isla Z = 2 mame ale nyni ve funkci neuréeny parametr Z’. Fyzikalné
si mizeme predstavit, ze diky pfitomnosti druhého elektronu ,,vidi“ prvni elektron jadro
o mensim naboji, nez jaky skutecné méa. Jinymi slovy, elektrony stini atomové jadro.
Hodnotu parametru Z’, tj. efektivniho naboje jadra, je tfeba urcit na zakladé variacni
optimalizace energie vzhledem k parametrim zkusmé funkce.

Musime zaéit vyjadienim funkcionalu energie, tj. zavislosti energie na konkrétni formé
zkusmé funkce (pojem funkcionélu blize objasiiujeme v kapitole 17). Za¢neme tim, Ze si
hamiltonian (10.1) zapiSeme v mazané formé

2 1,2 1,2 2 2 2
H—<_2h (A + Ag) — Z'e Z'e )—i—(Z’—Z) e (Z-2) e e

Me 47'[5[)7”1 B 47'[807“2 47‘[507“1 47’[607”2 47’[607“12
2
(10.19)
kdy pritom pro hamiltonian H 6 zjevné plati®
Hyd = E'd (10.20)
kde 9 o
27
B=-22° (10.21)
87’[&‘0@0

Pro funkcional energie pak plati

. 2 O*P d*P o*P
E:/<I>*H<I>d7':E'+4e [(Z,—Z)/ d7'+(Z’—Z)/ dT+/ dT:|

TiEQ 1 2 r12
(10.22)
coZ po lehce otravném vycisleni integralt vede k vyrazu
(72?227 +57) ¢ (10.23)
8 47'[80&0 '

Vsimnéme si, Ze ve funkcionalu energie nam vystupuje jak nabojové &islo Z (z hamilto-
nidnu, nejde o variaéni parametr), tak efektivni nabojové ¢islo Z’. Optiméalni hodnotu Z’
nalezneme jako minimum funkcionalu energie, tj. poloZenim derivace tohoto funkcionélu
nule

5
27 —27 + g™ 0 (10.24)
z ¢ehoz po dosazeni Z = 2
7' =1,6875

8Jde totiz o hamiltonian atomu vodikového typu s jadrem o nabojovém &isle Z’, pro néjz FeSeni zname.
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Efektivni naboj je tak o dost nizsi nez naboj samotného jadra helia. Po dosazeni optimalni
hodnoty Z’ do funkcionalu energie dostaneme hodnotu

62

5
E = |(1,6875)% —2-2-1,6875 4 - - 1,6875

=-774 10.25
3 pr— 77,48V (10.25)

To je v8ak jiz hodnota energie, které je ve velmi slusném souladu s experimentem.

Mohli bychom tuto hodnotu jesté néjak vylepsit? Nepochybné mohli, ale potiebovali
bychom jiz slozitéjsi tvar zkusmé funkce ®. Jeji sou¢asna forma predpokldda nezévisly
pohyb obou elektronti, zanedbéva korelaci jejich pohybti. Pokrocilejsi metody elektronové
struktury musi jit za ramec této aproximace. O tom se dozvime vice v oddilu o metodach
popisu elektronové struktury molekul, viz kapitola 16.

10.2 Atomy o vice nez dvou elektronech

Poté, co jsme se naladili tispéchem kvantovych vypocti pro atom helia, mtzeme byt
v pokusSeni uplatnit cely postup i na dalsi atomy. Vezméme?Z si tfeba atom lithia. Zde
zkusmou vlnovou funkci budeme hledat jako

D = P19203 (10.26)
pri¢emz ¢; bude podobné jako v pifipadé helia dano jako
1 /Z/\> _2n
i = — | — ~ao 10.27
¢ \/77[ <a0> ¢ ’ ( )

Vypocet vede k energii lithia —230 eV. Experimentéalni hodnota je ovsem pouze —203,5 eV.
Tento vysledek se jevi byt v pfimém rozporu s variaénim principem. Je snad néco Spatné
s varia¢nim principem nebo s pfirodou? Pouceny Ctenaf asi tusi, Ze problém nastal igno-
rovanim Pauliho vylu¢ovaciho principu. Vlnovou funkci predpokladame ve formé

¢ = 15(1)1s(2)1s(3) (10.28)

kde ,,(1)¢ zkracené znac¢i vSechny souradnice elektronu 1 atd. Uvazujeme tedy elektrono-
vou konfiguraci 1s®. To nenf symbol, se kterym bychom se v u¢ebnicich chemie setkavali.
Je tfeba na tomto misté ale pfipomenout, Ze s Pauliho principem kvantova mechanika az
do této chvile nepocitala. Je t¥eba si o ném fici vice.

10.3 Antisymetrie vinové funkce a Pauliho vylucovaci princip

Pauliho vylucovaci princip zné vétSina studentt jiz ze stfedni Skoly. Zhruba feceno ndm
tvrdi, Ze dva elektrony se v atomu (¢i v molekule, pevné latce a kdekoliv jinde) nemo-
hou nachazet ve stejném kvantovém stavu. Wolfgang Pauli tento princip formuloval na
zékladé studia atomovych spekter jako experimentélni skutec¢nost. Hned také rozumél, ze
vylu€ovaci princip je tzce spojen se symetrii mnohacésticové vinové funkce pii zdméné
elektronii.

Kvantové-mechanické ¢astice (jako jsou elektrony) jsou nerozliSitelné, nemtzeme je
»obarvit® a sledovat, jak se pohybuji. Je to disledek relaci neurcitosti. Pokud bychom po-
hyb néjaké ¢astice chtéli sledovat, potifebovali bychom znét polohu ¢astice v daném case,
ale také jeji rychlost. Ta nam totiz fekne, kde prislusnou ¢astici muzeme ocekavat v nésle-
dujicim okamziku. Oboji informaci ale zaroven nemizeme ziskat s libovolnou piesnosti,
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nema tak smysl mluvit o trajektorii ¢astice a ¢astice nemuiizeme rozlisit. Nemtizeme nijak
poznat, pokud se dva elektrony prohodi. V jazyku kvantové mechaniky nerozlisitelnost
¢astic vyjadiime vztahem

[v(1,2)] = [»(2, 1)) (10.29)

Tato rovnice nam fiké, Ze pravdépodobnost, Ze se na misté A bude nachéazet prvni ¢éastice
a na misté B druh4 ¢astice, musi byt stejna jako pravdépodobnost nalezeni ¢astice 1 na
misté B a Castice 2 na misté A.

Rovnici (10.29) muZeme realizovat dvéma zpiisoby

¥(1,2) = ¥(2,1) (10.30)

¥(1,2) = —(2,1) (10.31)

V prvnim pripadé fikame, Ze vinova funkce je symetrickd vi¢i permutaci dvou ¢astic. Céas-
tice, které spliji toto pravidlo, se nazyvaji Boseho ¢astice nebo prosté bosony. Ukazuje
se, Zze jde o Castice s celo¢iselnou hodnotou spinu a Ze pro tyto ¢éstice neplati Pauliho
vylucovaci princip (viz déle). Naproti tomu ¢astice s vlnovou funkei antisymetrickou vici
permutaci ¢astic nazyvame Fermiho ¢asticemi (nebo fermiony). Fermiony maji polodi-
selny spin a Pauliho vylucovaci princip pro né plati. K bosontim néalezi kupiikladu
foton nebo atom helia, k fermiontim pak elektron. To, zda je dané ¢astice fermion nebo
boson, je t¥eba zjistit experimentem (tfeba tak, Ze zjistime, zda pro danou ¢astici plati
nebo neplati vyluc¢ovaci princip). V kvantové mechanice tuto skute¢nost zavadime jako
postulat, ktery priradime k péti jiz formulovanym postulatim.

Postulat ¢islo 6: Pri zaméné dvou elektrond musi vlnova funkce zménit zna-
ménko. (Spinové-statisticky postulat)

Ukazme si nyni souvislost mezi antisymetrii vlnové funkce a vylucovacim principem.
Predstavme si elektrony, které jsou charakterizovany polohou a primétem spinu do osy z

¢ = (i, ms;) (10.32)
Jelikoz jde o fermiony, musi platit
V(q1,92:93:---an) = —(q2, 1, 3, - - - qN) (10.33)

UvaZzme nyni situaci, kdy oba elektrony maji pfesné stejnou polohu a také stejnou
hodnotu projekce spinu, jinymi slovy g1 = g2 = q. Predchoz{ rovnice pak nabyvé tvaru

V(q,4,q3,---qn) = —¥(q, 4,93, - - - qN) (10.34)

z ¢ehoz ale okamzité plyne, Ze

Pravdépodobnost, Ze by se dva elektrony se stejnou projekci spinu do osy z (nadale
budeme uzivat vyrazu ,se stejnym spinem*) mohly nachézet na stejném misté, je nulova.
Toto ,,odpuzovani“ elektronii nesouvisi s elektrostatickymi silami, je pfimym disledkem
antisymetrie vlnové funkce. Mluvime o Pauliho repulzi. Skutecnost, Ze se dva atomy
helia odpuzuji na kratké vzdalenosti, je dana dominantné Pauliho repulzi. Plat{ to v zasadé
pro libovolné atomy ¢i molekuly.
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Pojdme se ted podivat, jak se antisymetrie vinové funkce a Pauliho repulze projevi
ve vlnové funkci v rdmci orbitalniho modelu. NavaZeme na nas vyklad atomu helia, kde
jsme hledali feSeni Schrédingerovy rovnice ve tvaru soucinu

(1,2, N) = 61(1)62(2) .. o (N) (10.36)

ktery pro piipad dvou elektront
¥(1,2) = ¢1(1)¢2(2)

Takto zapsana vlnova funkce ale neni antisymetrickd (dokonce ani ne symetrickd, per-
mutaci elektronu ziskdme tplné jinou funkei). Nejjednodussi funkce bude mit nésledujici

tvar
_ 1

V2

kde faktor % pridavame z divodu normalizace. VInova funkce dvou elektroni popsanych

¥(1,2) [¢1(1)$2(2) — ¢1(2)2(1)] (10.37)

stejnou jednoelektronovou funkei (tj. ¢1 = ¢2) ale nezbytné musi byt identicky rovna nule

1
V2
To by odpovidalo prazdné soustavé, v niz se ale systém nemitze vyskytovat. Pravé toto
tvrzeni zname z chemickych ucebnic jako Pauliho vylucovaci princip. Zde vidime, Ze tento
ptivodné na zékladé spektroskopickych experimenti odvozeny princip tzce souvisi s an-
tisymetrii vinové funkce.

V pfedchozim textu jsme se spinem nezabyvali a jednoelektronovou funkci jsme ozna-
Covali jako ¢. Na tomto misté je ale vhodné zminit, Ze jednoelektronové vinova funkce,
kterou lépe oznac¢ime jako ¢, méa svou prostorovou ¢ast ¢ (zavisejici na prostorovych sou-
fadnicich r) a spinovou ¢ast « ¢i 3, které jsou formélné funkci magnetického spinového
¢isla elektronu mg. Celkové pak

i = ¢(r;)a(mg;) nebo @; = ¢(r;)B(ms;) (10.39)

Ve zkracené notaci bychom pak psali jako argument funkei jen 1, 2...a mysleli tim pro-
ménné elektronu 1, 2....

¥(1,2) = —= [$1(1)¢1(2) — ¢1(2)¢1(1)] =0 (10.38)

¢1 = ¢(1)a(1) nebo @1 = ¢(1)5(1) (10.40)
Mluvime pak o tzv. spinorbitalu. Spinorbitaly a vlnovéa funkce atomu helia v zakladnim
stavu by pak vypadaly takto
p1(r1, ms1) = 1s(ry)a(ms)

Pa(r2, ms2) = 1s(r2)B(ms2)

1
v = 75 [15()a()15(2B(2) ~ 1s(a(2)15(1)3(1)] = (10.41)

1
- 518(1)15(2) [a(1)3(2) — a(2)8(1)]

Pro poréadek si znovu ujasnéme, ze pfedchazejici rovnice je zkratkou pro vyraz

b= jilsm)ls(rz) (a(ma)B(me) — a(me)B(m)] (10.42)
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Celkové vinova funkce je tedy dana souinem prostorové Céasti a ¢asti spinové. V hamil-
tonianu se ale spin nevyskytuje a my nakonec fesime Schrodingerovu rovnici pouze pro
prostorovou ¢ast vinové funkce

H1s(1)1s(2) = E1s(1)1s(2) (10.43)

Na naSich ptredchozich vypoctech se tak nic nezménilo. V piipadé obecné mnohaelektro-
nové vinové funkce spin ignorovat nemuzeme a diky tomu mé tieba tripletni stav jinou
energii nez stav singletni.

Jak spin méni energii aneb Hundovo pravidlo

Uvazme atom helia, jehoz jeden elektron je excitovin do 2s orbitalu, mame tedy
konfiguraci 1s'2s!. Tato elektronova konfigurace je kompatibilni jak s tripletnim,
tak se singletnim elektronovym stavem — dva elektrony nemusi mit opa¢ny spin, po-
kud jsou v jiném orbitalu. Spinovou funkei pro dvouelektronovy atom v singletnim
stavu jsme jiz vidéli, ma tvar

a(1)5(2) — «(2)B(1) (10.44)

a je tedy antisymetrickd vici zameéné elektront. Prostorova ¢ast vinové funkce tak
musi byt symetrickd vi¢i zaméné elektront, aby soucin téchto dvou funkci byl
antisymetricky. Pro celkovou vinovou funkci tak plati

¥s(1,2) = [1s(1)2s(2) + 15(2)2s(1)] [(1)B(2) — «(2)B(1)] (10.45)
Spinové funkce pro tripletni stav muze mit néktery z nésledujicich tvara

a(l)a(2)

a(1)5(2) + «(2)5(1)

p(1)B(2)

kdy piislusné spinové funkce se lisi projekci celkového spinového momentu do osy z,
pozdé&ji. Tripletni stav bude tedy tfikrat degenerovany. Ve vSech pripadech je ale
spinova funkce symetricka vici zaméné elektronii. Prostorova ¢ast tak bude muset
byt antisymetrické, aby takovou byla i celkova vinova funkce (spinova ¢ast je zde
napiiklad pro a(1)a(2))

Wr(1,2) = [1s(1)25(2) — 15(2)25(1)] [a(1)a(2)] (10.46)

Po dosazeni do Schrodingerovy rovnice muzeme celou rovnici vydélit spinovou
funkci a feSime rovnici pouze pro prostorovou Cast. Ale pozor, matematicky tvar
t&chto funkei je ted jiny pro singletni a tripletni stav, a tudiz i energie bude odligna
pro tyto dva stavy, i kdyz elektrony v nich obsazuji stejné orbitaly!
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Pokud bychom vypocet provedli, vyslo by ndm, Ze tripletni stav méa nizsi energii.
MiZeme tomu porozumét tak, ze konstrukce tripletni vlnové funkce zabranuje, aby
se dva elektrony dostaly pfilis blizko k sobé&, nebot pro 1 — 2 bude ¢1(1,2) — 0.
Pro singletni stav tato podminka neplati. Zjisténi, Ze tripletni stavy obsazujici
stejné orbitaly maji nizsi energii nez stavy singletni, je jednim z Hundovych pravi-
del, o kterych se vice dozvime v kapitole 12.1.

Nézorny pfiklad Hundova pravidla si miZzeme ukézat pro jednodimenzionalni p¥i-
pad (viz ¢astice v jamé nebo elektrony pohybujici se volné v molekule barviva).
Na obrazku vlevo dole jsou dvé nejnizsi jednocésticové vinové funkce pro Castici
v krabici oznagené jako s(r) a p(r), kde r je vzdalenost. Nad témito funkcemi jsou
znazornény dvoucasticové funkce s(r1)p(rz2) a s(r2)p(ri). Soufadnice r1 a r2 od-
povidaji soufadnicim prvniho a druhého elektronu, vlnova funkce je znézornéna
pomoci vrstevnicového diagramu (Cervené jsou zaporné hodnoty, modie kladné).
Vpravo jsou pak ukizany symetrické a antisymetrické kombinace funkci. V okoli
diagonély, tj. 11 = r9, jsou oba elektrony blizko sebe, na diagonéle pak musi byt
pravdépodobnost souc¢asného vyskytu nulova. Pro antisymetrickou kombinaci to je
splnéno, nikoliv ale pro symetrickou. Ta ma proto mnohem vyssi coulombovskou
energii.

s(r2)p(r1) + p(r)s(ry)

s(r))p(r2) s(r)p(ry) T
- ‘7"1‘ L&t 7
2
f // B \\ s(r)
: ‘ : /,‘/ 1
p(r) \_/ s(r)p(ry) — p(rz)s(ry)

Nejjednodussi obecny tvar antisymetrické vinové funkce pro N-elektronovy systém
ziskdme ve formé tzv. Slaterova determinantu

e1(1)  ¢1(2) p1(N)

1 (1) @2(2) pa(N)
Y= Um S

en(1) on(2) - en(N)

Diky vlastnostem determinantu je antisymetrie vlnové funkce automaticky zajisténa —
z definice determinantu vyplyva, Ze zaména sloupce nebo fadku v determinantu vede
ke zméné jeho znaménka, takoviato zadména odpovidé prohozeni elektront. Tvar vinové

funkece (10.37) je specialnim piipadem Slaterova determinantu pro N = 2.
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Pro atom lithia bychom zapsali Slatertv determinant ve tvaru

1 Is(1)a(l) 1s(2)a(2) 1s(3)a(3)
v =z 15(0)5(1) 152 5(3) (10.43)
2s(1)e(1) 2s(2)a(2) 2s(3)a(3)

Zde jiz ovSem nemuzeme vinovou funkci zapsat jako souin prostorové a spinové Casti.
KdyZ nyni budeme v této formé hledat energii atomu lithia v rdmci poruchového p¥istupu,
ziskame
E®) = By, + By + By, = —275,5eV
EW = O F'|p©) =83 5eV
E=E® 4+ EM = _192¢V

kde

N 1 1 1 2
i = < +— > ‘ (10.49)
ri2 113 123/ 4meg

Varia¢nim feSenim pak ziskdme energii
E=-201,2¢eV

Tedy hodnotu vyssi (ale zaroven relativné blizko) v porovnani s hodnotou experimentélni,
—203,5€V.
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11 Hartreeho a Hartreeho—Fockova metoda

V této kapitole zformulujeme obecny zptsob, ktery ndm umozni systematickym zpiisobem
fesit Schrodingerovu rovnici pro N-elektronovy atom (a obecné N-elektronovou molekulu)
pomoci varia¢niho principu. Budeme promyslet opét pfipad atomu helia, rozsifeni na
viceelektronové atomy a na molekuly je ale pfimocaré.

11.1 Heuristické odvozeni Hartreeho metody

V predchozich oddilech jsme vidéli, Ze je rozumné hledat vlnovou funkci atomu helia ve
formeé soucinu

Y= 192 (11.1)

Tato rovnice fiké, Ze pohyb prvniho a druhého elektronu je nezavisly. Ne Ze by se ty dva
elektrony ,necitily*, nicméné pfedpokladame, ze elektron ,citi jenom primérné pole
generované druhym elektronem. V tomto oddile budeme pro jednoelektronové vlnové
funkce pouzivat symboly g1 a go, aby nedochézelo k zadménam s tthlovou proménnou ¢.
Pro jednoelektronové funkce muzeme predpokladat tvar

g1 = h1(r)Y" (01, ¢1) (11.2)
92 = ha(r2)Y,)"? (02, ¢2) (11.3)

kde Y} jsou sférické harmonické funkce. Vychézime totiz z pfedpokladu, Ze kazdy elektron
se bude pohybovat v centralné-symetrickém poli (vice pak nize).

Predpokladejme nyni, ze nam nékdo prozradil tvar jednoelektronové vlnové funkce
g2 a ndm zbyva dopocitat vlnovou funkci g;. Prvni elektron se bude pohybovat v elek-
trostatickém poli jadra helia a dale na néj bude pisobit druhy elektron, jehoZ rozlozeni
v prostoru ale diky znalosti vlnové funkce go zname. Elektron 1 se tak pohybuje v efek-
tivnim potencialu

. & [loP _ z¢

Vi(ry, 01, ¢1) = (11.4)

47‘[60 712 47’[607"1
kde prvni ¢len popisuje pusobeni elektronového oblaku druhého elektronu a druhy ¢len
pritahovéani elektronu k jadru.

Udélejme jesté jedno dalsi priblizeni, totiz to, Ze zprimérujeme tento potencial pres
thlové soufadnice, nebot predpokladame, Ze se elektron pohybuje v centralnim poli (a
ted tuto podminku tedy vnutime)

2 [TV (r1, 01, 61) sin 6y 6y doy

Vilry) = 27 [T sin 0y d6; doy o)
VInovou funkci g; pak nalezneme feSenim jednoelektronové Schrodingerovy rovnice
72
<_2meA1 +V1(7’1)> g1 =¢e191 (11.6)
h

Takovouto rovnici uz jsme schopni fesit, byt by se tak délo numerickymi metodami. Jelikoz
pak jde o rovnici s centralné-symetrickym potencidlem, bude platit

[, L) = [{,L.) =0 (11.7)
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a velikost momentu hybnosti i projekce momentu hybnosti do jedné z os se budou zacho-
vavat. Kvantova ¢isla [ a m budou tudiz ,,dobra kvantova ¢isla“. Jednoelektronové vinové
funkce budou i tentokrate charakterizovany kvantovymi ¢isly n, [ a m, nicméné hladiny
o stejném hlavnim kvantovém ¢isle n jiz nebudou nutné degenerované.

Mame ale jednu potiz. Celou dobu pfedpokladame, Ze zname vinovou funkci go. Jenze
my ji ve skutecnosti nezname! V rovnici (11.6) se tak objevuje neznaméa funkce go. Mohli
bychom celou vahu provést i naopak, budeme predpokléadat, ze zndme vinovou funkci g1
a budeme se snazit vypocitat vlnovou funkci go pomoci rovnice

h2
(— B Ay + VQ(T2)> g2 = €292 (11.8)
o

kde v efektivnim potencialu Va(r2) bude vystupovat jednoelektronova funkce g;. Dosta-
neme tak soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé funkce, g1 a g2 (rovnice (11.6) a (11.8)).
Jde o slozitou soustavu integro-diferencialnich a k tomu nelinearnich rovnic.” Regent pak
hledame iterativnim zptisobem, pomoci tzv. metody self-konzistentniho pole (SCF, z angl.
Self-Consistent Field). Vypocet zacneme hrubym odhadem tvaru vlnovych funkei g1 a gs.
Pomoci téchto odhadt vlnovych funkci uréime efektivni pole, ve kterych se oba elektrony
pohybuji, jinymi slovy, pouzijeme tyto funkce ke konstrukci jednoelektronovych hamilto-
nianu v rovnici (11.6). VyfeSenim rovnice (11.6) ziskdme novou sadu funkei ¢g; a go. Celé

kolecko se muze opakovat, do doby, nez se funkce jiz dale neméni (viz obréazek 11.1).

odhad gia g5

vytvoteni efektivniho
pole pro pohyb elektronti

higitt = eftlgitt ANO

£ i+l _ i+l i+l
hog;™ = €793

|

ligi se gttt od gt

i+1 i
agy ~ odgy?

|

feSeni

Obrazek 11.1: Reseni Hartreeho a Hartreeho—Fockovyjch rovnic se prakticky provddi
iterativnim zpisobem pomoci metody SCF. Index i znact krok iteracéni krok.

9Zatimco v diferencialnich rovnicich vystupuje hledana funkce v derivaci, v integro-diferencialnich rovnicich
navic i v integralu. Zde se integral ukryva v definici efektivnich potenciala V;, viz rovnice (11.4).
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Konverguje SCF kolecko?

Nikde neni zaruceno, Ze nas SCF zavede ke spravnému reseni. Konvergence muze
byt velmi pomal4 a funkce mohou také chaoticky poskakovat — zejména u molekul se
slozitéjsi elektronovou strukturou nés konvergence SCF kolecka miZze notné pozlo-
bit. V pribéhu ¢asu se ale vyvinula fada triki, jak konvergenci pomoci. Pfedné je
dulezité zacit s rozumnym pocateénim odhadem. Ten muzeme ziskat tFfeba pomoci
semiempirické rozsifené Hiickelovy metody, o které bude fe¢ pozdéji. Pokrocilejsi
algoritmy odhaduji také novou sadu funkci za pomoci celé historie optimalizace.
Piikladem je ¢asto pouZivany algoritmus DIIS (z anglického Direct Inversion in
Iterative Subspace). Jinym trikem je umélé navyseni energie neobsazenych orbitala
(v angl. tzv. Level Shifting).

J

Pfedvedeny postup predstavuje tzv. Hartreeho metodu. Nase ,,odvozeni* bylo heu-
ristické, ke stejnému vysledku bychom ale dogli s pouzitim varia¢niho po¢tu (viz kapitola
28.4). Obecné v Hartreeho metodé predpokladdme zkusmou vlnovou funkei ve tvaru sou-
¢inu N jednoelektronovych vinovych funkeci

D = g19293--- 9N (11.9)
Kazdy z elektroni se pak pohybuje v efektivnim potencialu

e2 2 2
1951 .. Ze
47‘[50 Tij J 47’[607“1'

i#]’

(rl, 0, ;) = (11.10)

ktery zprimérujeme podobné jako v rovnici (11.5). Pro kazdy z orbitalii g; pak Fesime
jedno-elektronovou Schrédingerovu rovnici ve tvaru

ill'gi = &;0; (1111)

kde ﬁl = —%Ai + V;. Mluvime o Hartreeho rovnicich.

Jak vypocitdme celkovou energii? Naivné bychom se mohli domnivat, Ze staci secist
energie jednotlivych elektront £ = ) . ¢;. Udélali bychom ale chybu, energie €1 v sobé
zahrnuje coulombovské odpuzovani s druhym az N-tym elektronem. Energie interakce
mezi prvnim a druhym elektronem se ale vyskytuje i ve ¢lenu 2. Mezielektronovou repulzi
bychom tak zapocitali dvakrat. Celkova energie bude proto ddna vztahem

E= Ze, ZZ// ifw'og dr dr = Zgz S Y g (L

=1 j=1+1 =1 j=1+1

kde druhy ¢len pfedstavuje odpuzovani mezi dvéma oblaky elektroni, ktery odecitame,
aby nebyl zapocitan dvakrat. Integral J;; nazyvame coulombovskym integralem.
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11.2 Hartreeho—Fockova metoda pro atom lithia

Hartreeho metoda je bohuZel pro elektrony nepouzitelna. V minulé kapitole jsme si vy-
svetlili, Ze vlnova funkce popisujici elektrony musi byt antisymetrickd vicéi permutaci
elektronti. Musime ji tedy zapsat ve formé Slaterova determinantu

1 |92(DB(1)  62(2)B(2) - g20N)B(N)
o= : | : (11.13)

an(DB) gn(2B2) - gv(N)BY)

pri¢emz v tomto pripadé mluvime o Hartreeho—Fockové metodé.

Podivejme se ted, jak bude vypadat vyraz pro energii pro tifelektronovy systém, jako
je atom lithia
g(Ma(1) g1(2)a(2) g1(3)a(3)
92(1)B(1)  92(2)B8(2) 92(3)B(3) (11.14)
gs(Ma(l) g3(2)a(2) g3(3)a(3)

Tuto funkci si mtZeme explicitné rozepsat do tvaru

o =

| =

1

=< <gl(1)92(2)93(3)a(1)ﬁ(2)a(3) — 91(1)g3(2)g2(3)ex(1)x(2)8(3) —

—92(1)91(2)g3(3) 8(1)a(2)(3) + g3(1)91(2)g2(3)a(1)x(2) 5(3)+ (11.15)

+92(1)g3(2)g1(3) (1) a(2)x(3) — 93(1)92(2)91(3)0(1)5(2)04(3))

PotFebujeme ted vy¢islit energii

E://////@*ﬁ]@drldrgdrgdmsldmsgdmsg (11.16)

kde jsme ted explicitné vyznadili integraci pfes prostorové a sumaci pies spinové sou-
fadnice v8ech tii elektronu (sumace je pres vSechny hodnoty mg;). Hamiltonian mizeme
zapsat ve tvaru

ﬁ:ﬁl—l-ﬁg—l—ﬁg—i-glg—i-ﬁlg;—l-ﬁgg (1117)

kde 2 )
N 1 3e
H,=——-A;— 11.1
2me 47’[80 i ( 8)

je jednoelektronovy hamiltonian pro i-ty elektron pusobici toliko na soufadnice i-tého

elektronu a hamiltonién )

. 1 e
o= — 11.19
Y 47‘[80 Tij ( )

predstavuje coulombovské odpuzovani elektront.

Integral (11.16) se tedy rozpadne do 6x6x6 clentu. To vypada jako ponékud otravna
préce, ale nastésti vétsina integrali bude nulova, a to diky spinovy funkcim. Jelikoz hamil-
tonidn v sobé nic, co by ptsobilo na spin, neobsahuje, objevi se v rovnicich vzdy integral
s pfekryvem spinovych funkei mezi funkei pred hamiltonidnem a za hamiltonidnem, takze

115



napiiklad vyraz

//////91(1)*92(2)*93(3)*a(1)ﬁ(2)a(3)ﬁ12g1(1)93(2)92(3)a(1)a(2)6(3)
dry dro drsdmg; dmgo dmgs  (11.20)

muZeme rozepsat jako
//91(1)*92(2)*ﬁ1291(1)93(2) dry dr2/93(3)*g2(3) drs
/a(l)a(l)dmsl/ﬁ@)a@) dmsg/a(S)ﬁ(B) dmss (11.21)

Posledni dva ¢leny jsou ale diky ortogonalité spinovych funkci nulové, a proto nemusime
cely prispévek uvazovat.

Nenulové budou jenom ty z ¢lent v integralu (11.16), kde funkce pfed a za hamiltonié-
nem bude mit identickou spinovou funkei. Prvni funkci v rovnici (11.15) tak kombinujeme
pouze samu se sebou a s funkci Sestou, druha funkce bude mit nenulové ¢leny sama se
sebou a se ¢tvrtou funkei a treti funkce bude mit nenulové integraly v kombinaci sama se
sebou a s patou funkci. U jednoelektronovych operatori navic snadno zjistime, Ze musime
uvazovat pouze integraly, kde pred operdtorem H; i za nim stoji stejna funkce (nulovost
ostatnich ¢lentt nam zajisti ortogonalita funkei g;).

Pokud se tedy pustime do prace naznacené vyse (vyzaduje to trochu ucetniho zépalu,
ale ¢tenafi toto cvifeni doporuc¢ujeme) dostaneme koneény vyraz pro energii

E= é(ﬁ [ ar +6 [ 432) o) ars+
+6 [ 63(3)a9(3) drs + 6 [ [ 91(0)93(2) 1201 (1)g2(2) ey ez
+6 / / 67 (1)g5(3) Hvagn (1)g3(3) dr drs + 6 / / 05(2)5(3) Hasg2(2)gs (3) dry drs—

6 / / 6 (1)g5(3) H1gs (1)g1(3) dr dr3>

(11.22)
coZ ale mizeme zapsat ponékud elegantnéji ve formé
E = Hy + Hog + H3z + Jio + J13 + Jog — Ki3 (11.23)
kde H;; jsou maticové elementy jednoelektronovych integralt
H, = / g7 (1) Higi(r) o (11.24)

Ji; jsou coulombovské integraly

e2

N
“ 47‘[60

* * 1
[ g e2) i) dr (11.25)
a K;; nazyvame vyménnymi integraly

e? N N 1
Koy = o [ 97000 (r2) (1) e2) ey (11.26)
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11.3 Hartreeho—Fockova metoda obecné

Energii bychom mohli obdobné vyjadfit pro atom o libovolném poétu elektroni. Ucet-
nictvi integrali se zna¢né zjednodusi pomoci tzv. Slaterovych—Condonovych pravidel (viz
dodatek 28.6), s pomoci kterych bychom dostali obecny vyraz pro energii

E= Z Hii + Z Z ij = msi,mstij) (1127)

=1 j=1+1

Po urcitém usili jsme se tedy dopracovali k vyrazu pro energii pro vlnovou funkci
vyjadienou ve Slaterové determinantu. Energii ale zatim nespocitame, nezname totiz jed-
noelektronové vinové funkce (orbitaly) g;)! Potfebovali bychom jednoelektronové rovnice
analogické Hartreeho rovnicim (11.11). Rovnice pro orbitaly v Hartreeho metodé jsme zis-
kali heuristicky — hledali jsme kvantové rovnice popisujici pohyb i-tého elektronu v poli
atomovych jader a zpramérovaného elektrostatického pole od ostatnich elektront. V ramci
Hartreeho—Fockovy teorie se ale ve vyrazu pro energii objevuje jesté vyménny ¢len, ktery
je duasledkem antisymetrie vlnové funkce. Ten neumime klasicky interpretovat, takze ne-
muzeme doufat, Ze bychom rovnice pro orbitaly jednoduse uhodli.

Pomiizeme si ale varia¢nim principem. Spravné orbitaly budou ty, se kterymi po do-
sazeni do vztahu pro energii (11.27) dostaneme nejmensi moznou energii — jakkoliv mala
zména optimélnich orbitali pak povede ke zvyseni energie. Nalezeni funkce, ktera mini-
malizuje urcitou veli¢inu je, pfedmétem tzv. varia¢niho poc¢tu. Jeho aplikace na vyraz pro
energii (11.27) nas dovede k soustavé jednoelektronovych Schrédingerovych rovnic, k tzv.
Fockovym rovnicim (viz dodatek 28.5).

Foé; =eig; (11.28)

kde operator F ma tvar

i ( 8(mai, ms;) K ) (11.29)
§(5£0)

BPoa. 1 ZeQ)
2me v dmeg 7y

pod vlivem coulombovské a vyménné interakce popsané coulombovskym operatorem J a
vyménnym operatorem K, které jsou definovany Vztahy

a popisuje tak pohyb jednoho elektronu v poli atomového jadra (ﬁl =—

Tif(r1) = 4ﬂ80/|gﬂ 21 (11.30)
Kjf(ri) = gj(r)4ﬂ50/ (riif@?) dr, (11.31)

Regenfm Fockovych rovnic dostaneme sadu atomovych orbitalt g; a jim pfislusejicich
orbitalnich energii ;. Celkovou energii vypoc¢itame podobné jako v Hartreeho metodé
také pomoci souc¢tu orbitalnich energii, od kterych jsou odecteny ¢leny, které bychom
jinak zapocitali dvakrat (jde vlastné jen o jinak pfepsany vzorecek (11.27))

N
Z Z = Omgima; Kij) (11.32)
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Koopmansiiv teorém

Tjalling Koopmans byl nizozemsky matematik a ekonom, ktery v roce 1975 ziskal
Nobelovu cenu za ekonomii (pfesnéji Cenu §védské narodni banky za rozvoj eko-
nomické védy na pamatku Alfreda Nobela) za teorii optimélni alokace zdrojua. To
je mozna uziteéné. Z doby jeho mladi po ném ztstal ale jeden teorém, ktery je
uziteény ur¢ité. Tvrdi, Ze ioniza¢ni energie (IE) i-tého elektronu je az na znaménko
rovna orbitalni energii doty¢ného elektronu

Tvrzeni muze znit jednoduse. Jestlize orbitalni energie 7iké, s jakou energii se po-
hybuje elektron v atomu ¢i molekule, tak dodani této energie musi zptsobit jeho
ionizaci. To by ale platilo presné pro jednoelektronovy systém. Méame-li v systému
vice elektront, stac¢i k ionizaci energie o néco mensi, nez se kterou se vyrazeny
elektron v atomu pohybuje. Ostatni elektrony totiz v pribéhu ionizace svou orbi-
talni energii snizuji (vyrazeny elektron jim uz nepiekazi) a o tuto energii se snizuje
ioniza¢ni energie. Koopmanstv teorém plati tedy pouze pfiblizné. Napiiklad pro
vyrazeni elektronu z atomu argonu je dle Koopmansova teorému potieba 16,1 eV
(spocitano s aug-cc-pVQZ bézi), ve skuteénosti ale sta¢i 15,8 eV. Pro molekulu
vody je jiz souhlas horsi, hodnota ioniza¢ni energie vypocitana dle Koopmansova
teorému ¢inf 13,9 eV, zatimco experiment poskytuje hodnotu 12,6 €V. Pro ionizaci
z nizsich hladin je chyba jesté vétsi, srovnani je v nésledujicim obrazku. Experi-
mentélni data jsou z Winter et al., J. Phys. Chem. A, 108, 2625 (2004). Pro nejnizsi
orbital molekuly vody je chyba dokonce 18,5 eV. Platnost Koopmansova teorému
pro elektronové afinity je obecné horsi nez pro ioniza¢ni energii.

experiment  Koopmansiv teorém

b, 12,6 eV 13,9 eV
3a ‘ 14,8 eV 15,9 eV
fotoelektronové spektrum
1b, “ 18,6 eV 19.9 eV
e gas
Luiteplendiveilsiaivna i leeoniiorilsd, 28 32,6 eV 37,0 eV
-40 -30 -20 -10 0
vazebna energie /eV
la, @&  s541¢v 559.5 eV
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11.4 Roothanovy rovnice

Jednoelektronové funkce g; (tedy atomové orbitaly viceelektronovych atomi) vétsinou
hledame ve formé linedrni kombinace néjakych znamych funkei y;

9j = Z CijXi (11.34)
i

Vyhoda je zfejma, nemusime hledat neznamé funkce g;, ale pouze neznama cisla ¢;;. Misto
soustavy nelinearnich integro-diferenciélnich rovnic (Fockovych rovnic) fesime pouze sou-
stavu (nelinearnich) algebraickych rovnic. Jde o nam jiz dobfe znamé sekularni rovnice,
viz kapitola 9.1.2
Z(Fw - ESZ'j>Cj =0 (11.35)
J
resp. v maticovém zapisu

Fc =eSc (11.36)

Podminkou netrividlniho feSeni je nulovad hodnota sekuldrniho determinantu
det|F — eS| =0 (11.37)

z ¢ehoz dostaneme mozné hodnoty energii. Uvedené rovnice se nazyvaji rovnicemi Ro-
othanovymi.

11.5 Baze atomovych orbitali

Sadu funkci y; nazyvame bazi atomovych orbitali. Tyto béaze se pouzivaji i pro molekuly,
nékteré priklady pouziti jsou proto diskutovany préavé pro molekuly. Bazové funkce mohou
byt napriklad

e Orbitaly atomt vodikového typu. BohuZel tyto funkce jsou pro vyssi hodnoty
hlavnich kvantovych ¢isel dosti komplikované. Navic je tfeba fadu integralt provadét
numericky.

e Orbitaly tzv. Slaterova typu (STO, z angl. Slater Type Orbitals). Jde o expo-
nencialni funkce ) )
x(r) = (26" 2 (2n)) 72 et (11.38)

kden =1,2... a parametr £ > 0. Na rozdil od funkci vodikového typu nemaji STO
radidlni uzly. Pro atomy vétSinou neni s té€mito funkcemi potiz, pro molekuly ale
nejsou v8echny typy integrala analyticky vypocitatelné.

e Gaussovské funkce. Tyto funkce maji tvar

2

x(r) = Nr'e " (11.39)
Vyhodou gaussovskych funkci je skutecnost, Ze soucin dvou gaussiani je zase gaus-
sidn, jenom lokalizovany na spojnici puvodnich dvou gaussidni. V8echny maticové
elementy jsou analyticky vypocitatelné. Samoziejmé tyto funkce maji i své nevyhody
(napiiklad nespravné asymptotické chovani), pouZiva se proto linedrni kombinace
gaussovskych funkei.
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e Rovinné viny. Tyto funkce maji tvar

X(r) = \/156091‘) (11.40)

kde © a G jsou parametry. Tento typ baze se pouzivad hojné v oblasti vypoctu
periodickych systémi, tj. krystali. Pro atomy nebo molekuly to pfilis vhodné béze
neni, nebot jde o funkce delokalizované.

7 praktického hlediska je uZziteéné seznamit se jesté s nékterymi pojmy

e Minimalni baze. V minimélni bazi jsou obsaZeny pouze funkce popisujici orbitaly
obsazené pouze v zékladnim stavu prislusného atomu. Minimélni baze pro atom
helia tak obsahuje pouze funkce popisujici 1s orbitaly.

e Rozsifena baze. Tato baze obsahuje funkce jdouci za rAmec minimalni baze. Na-
piiklad tzv. polariza¢ni funkce (funkce s vyssim vedlejsim kvantovym éislem [, nez
je nejvyssi vedlejsi kvantové ¢islo v zékladnim stavu atomu) ¢ funkce difazni, tj.
funkce s velmi malym exponentem v rovnici (11.39). Tyto funkce jsou dilezité tfeba
pro popis aniont nebo pro popis slabych mezimolekuladrnich interakei.

Znaceni bazi atomovych orbitali nenf iplné systematické a je zapleveleno historickym
vyvojem oboru. Z pohledu uzivatele je uzite¢né mit prehled o ¢asto uzivanych zkratkach,
jako STO-3G, 6-31G*, def2-SVP ¢i aug-cc-pVDZ. Orientace v ,,zoologické zahradd® bazi
atomovych orbitalt patfi k nezbytné vybavé praktikujictho kvantového chemika. Pro de-
tailngjsi diskusi odkazujeme ¢tenaie napiiklad na knihu Ira N. Levine, Quantum Chemis-
try, 2009 Pearson Prentice Hall. Ctenafi s touhou provadét vlastni vypocty by neméla
uniknout ze zietele stranka https://bse.pnl.gov/bse/portal poskytujici Sirokou skalu

Konvergence vysledki s velikosti baze miZe byt dosti pomala, viz Tabulka 4, kde
jsou ukézany energie a disocia¢ni energie pro molekulu Hs. V tabulce si také muzete
vSimnout, Ze ani s nejvétsi bazi cc-pV6Z neposkytuje Hartreeho—Fockova metoda vysledky
srovnatelné s experimentem. Rozdil je pomérné znacény, v jednotkach eV je to 1,11 eV, a
je disledkem toho, ze Hartreeho—Fockova metoda nezahrnuje elektronovou korelaci.

Tabulka 4: Konvergence elektronové energie molekuly Ha, dvou atomi H a disociacéni
energie D, tj. rozdilu energit vypocitané pomoci Hartreeho—Fockovy metody.

béze E(Hy) [a.u.] E(2H) [a.u.] D. |a.u]
STO-3G —1,11709436545 —0,93316370077 —0,18393066468
cc-pVDZ —1,12857425565  —0,99855680684 —0,13001744881
cc-pVTZ —1,13298757810  —0,99961962260 —0,13336795550
cc-pVQZ —1,13349380340  —0,99989113717 —0,13360266623
cc-pVoHZ —1,13364491399  —0,99998907032 —0,13365584367
cc-pV6Z —1,13366238012  —0,99999848902 —0,13366389110
ref. hodnota —1,17447498301* —0,17445%*

*Teoretickd hodnota je pfevzata z prace J. Chem. Phys., 49, 404-410 (1961).
**Experimentalni hodnota je prevzata z ¢lanku J. Mol. Spec., 5, 482-498 (1961)
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12 Periodicky zakon pohledem kvantové teorie

Periodicky zékon byl formulovan davno pred vznikem kvantové mechaniky. Ptivodné tvr-
dil, Ze vlastnosti prvka jsou periodickou funkei jejich atomové hmotnosti, pozdéji pod
vlivem studia rentgenovych spekter byla atomova hmotnost nahrazena protonovym ¢is-
lem. Kvantova mechanika dava periodickému zdkonu novou interpretaci a na periodickou
tabulku nahlizi jako na kvantové-mechanickou strukturu. V tomto oddile si kvantove-
mechanicky pohled na periodicitu vlastnosti prvka stru¢né predstavime.

Zopakujme si nejdiive, jakym zpisobem jsou z elektront obihajicich kolem jader se-
staveny atomy. Zakladnim principim porozumime v ramci Hartreeho—Fockovy teorie.
Vystavba atomi je zaloZena na nésledujicich pravidlech, vychézejicich z feSeni Schrodin-
gerovy rovnice.

e Vystavbovy princip. U atomi vodikového typu je energie jednoelektronového
stavu dana vyhradné hlavnim kvantovym ¢&islem n. V atomech s vice elektrony je
jiz. degenerace rtiznych stavi se stejnym kvantovym ¢islem sejmuta. Poradi jedno-
elektronovych stavi, které typicky nalézame u neutralnich atomt, nazyvame vy-
stavbovym principem. Poradi je 1s 2s 2p 3s 3p 4s 3d 4p 5s 4d 5p 6s 4f 5d 6p Ts
5f 6d 7p 8s (lze si ho zapamatovat napiiklad pomoci obrazku 12.1). Podotknéme
ovSem, Ze vystavbovy princip neni nenarusitelné dogma a poradi orbitalt muze byt
v riiznych atomech a iontech rtizné.
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Obrazek 12.1: Potadi orbitali, které casto nachdzime v neutrdlnich atomech, se na-
zgvd vistavbovym principem. PoTadi se v obrdzku c¢te od orbitalu 1s a pak se pokracuje
diagondlné po Sipkdch
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e Pauliho vylucovaci princip. Bez Pauliho principu by periodicka tabulka neexisto-
vala, v8echny prvky by v zakladnim stavu byly jenom rtzné vypasené atomy vodiku.
Elektrony neobsazuji vyssi hladiny pro elektrostatické odpuzovani s jiz pfitomnymi
elektrony, jsou puzeny daleko zasadnéjsim pozadavkem antisymetrie vlnové funkce.

e Pravidlo maximalni multiplicity. Mluvime také o Hundovu pravidlo — pravidel
spojenych se jménem Friedricha Hunda je ale vice. O Hundovych pravidlech bude
FeCeno vice dale.

7 Koopmansova teorému vime, Ze ionizacni energie i-tého elektronu IE; je rovna orbi-
talni energii p¥islugného elektronu ¢; (az na znaménko). Pro energii nejvyse obsazeného
elektronu (HOMO elektronu, z angl. Highest Occupied Molecular Orbital) priblizné plati

IE = —egomo (12.1)

T

Orbitalni energie nejnizsiho neobsazeného elektronu (LUMO elektronu, z angl. Lowest
Unoccupied Molecular Orbital) je zase piiblizné rovna elektronové afinité (EA)

EA = —ELUMO (12.2)

Podivejme se, jak se vyviji s protonovym ¢islem ioniza¢ni energie HOMO elektronu.
Pro atom vodikového typu by platilo

IE ~ 2 (12.3)

kde n je hlavni kvantové ¢islo a Z je protonové ¢islo. U viceelektronovych atomiu bude pla-
tit podobny vztah, ale s malymi korekcemi. Vnitini elektrony velmi efektivné stini naboj
jadra, takze HOMO elektron citi efektivni ndboj Z’ rovny protonovému ¢islu zmensenému
o vétsinu z elektronii ve vnitinich slupkach. Jestlize se budeme pohybovat v periodé od
lithia k neonu, o¢ekavali bychom rostouci ioniza¢ni energii — roste totiz protonové ¢islo
a naboj jadra neni jesté stinén. Jestlize ale od neonu pirejdeme k sodiku, vzroste najednou
skokové hlavni kvantové ¢islo n a navic efektivni protonové ¢islo se zmensi diky stinéni
naboje jadra vnitfnimi elektrony. Ionizacni energie by se proto méla spiSe blizit lithiu
nezli neonu. To skute¢né pozorujeme (viz obrazek 12.2).

Podobné tvahy vysvétli i periodické zmény elektronové afinity, poloméru atomu, ktery
je dan vztahem

n2

i tfeba periodicita elektronegativity, kterou mazeme dle Mullikena definovat jako

X = 0,187(IE + EA) + 0,17 (12.5)
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mechanickych zdakond
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12.1 SéitAni momentu hybnosti a atomové termy

Jednoelektronové atomy jsou charakterizovany nejen energii, ale také velikosti momentu
hybnosti (kvantové ¢islo [) a projekci momentu hybnosti do ur¢ité osy (konvenéné do
osy z, kvantové ¢islo m;). Jestlize studujeme atomy s vice elektrony, mohlo a mélo by nas
zajimat, jakym zptusobem se momenty hybnosti jednotlivych elektront s¢itaji do celkového
momentu hybnosti atomu. Hodnota momentu hybnosti totiz ur¢uje stav daného atomu a
napiiklad ve spektroskopii se se symbolikou momentu hybnosti ¢asto setkdme.

mp

my,

Obrazek 12.3: Grafické zndzornéni skldddni momentu hybnosti v klasické fyzice.
V' kvantové mechanice umime wurcit celkovy moment hybnosti z priuméti jednotlivich
momentid do osy z

V klasické mechanice vektory s¢itat muzeme, pokud zname vSechny tii jejich kompo-

vvvvvv

kvili komutaénim relacim neumime urcit najednou vSechny tii slozky vektoru momentu
hybnosti. Mizeme ale urcit celkovy moment hybnosti a projekci momentu hybnosti do
osy z, tj. m;. Celkovy moment hybnosti L by mél spliiovat kvantové-mechanicka pravidla
jako jakykoliv jiny moment hybnosti. Pro jeho velikost tak bude platit

|L| = hy/L(L+1) (12.6)
a pro projekci do sméru osy z pak
L, =hMj (12.7)

kde L =0,1,2... a My =), my; nabyva hodnot —L,-L +1,...,0,...,L.
Uvazme piipad dvou elektront, z nichz kazdy se nachazi v orbitalu p (zatim neuva-
zujeme spin). Elektrony maji kvantova ¢isla

h=1
! (12.8)
lp=1

Moment hybnosti ve sméru osy z nabyva hodnot m; = —1,0,1. Udélejme si néasledujici

tabulku, kde s¢itame m; pro nasSe elektrony, po¢itame tedy My,
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-1 -1 =2
-1 0 -1
-1 1 0
0o -1 -1
0 0 0
0 1 1
1 -1 0
1 0 1
1 1 2

Vidime, Zze bude existovat stav, pro ktery kvantové ¢éislo M urcujici projekci celko-
vého momentu hybnosti do osy z nabyvid hodnoty 2. Tomu ale odpovida stav s veli-
kosti momentu hybnosti daného kvantovym ¢islem L = 2. K tomuto kvantovému ¢islu
ovSem piislusi jesté hodnoty My = +1,0,—1,—2. V tabulce ndm tedy zbyvaji hodnoty
My = —1,0,0,1. Je zjevné, Ze musi existovat i stav s hodnotou L = 1. Tomu odpovidaji
hodnoty My = —1,0, 1. Zbyva tedy jesté M = 0, ¢emuZz odpovida L = 0. Vidime tedy, Ze
pro dva elektrony s kvantovym ¢islem [ = 1 miizeme dostat hodnoty celkového momentu
hybnosti L = 2,1, 0. V§imnéte si, ze abychom dospéli k tomuto zavéru, stacily nam pouze
hodnoty my, ze kterych jsme spocitali My,.

Tuto nasi tvahu miizeme zobecnit. Mame-li dva elektrony ve stavu l; a la, pak celkovy
orbitalni moment hybnosti muZze nabyvat hodnot

L:’ll—l2|,...,l1—|—l2 (129)

Stejnym zplusobem miiZeme pracovat i se spinem. Celkové spinové kvantové &islo .S nabyva
hodnot
S:|51—82|,...,81—|—82 (12.10)

Pro Mg plati zcela analogicky Mg = >, ms;, kde ms miize nabyvat pouze hodnot +%
a —%, coz odpovida spinu a a . Pro dva elektrony existuji ¢ty¥i kombinace spinu (viz
obrézek 12.4), které jsou charakterizovany ¢islem Mg = 0,1, —1,0. Stejné jako v predcho-
zim piipadé€ jsou hodnoty Mg = +1 konzistentni s S = 1 a protoze Mg nabyva hodnot
Mg = —S,...,S, do této skupiny budou patfit tfi hodnoty Mg = 1,0, —1. Tyto konfi-
gurace oznacuje tripletni stav. Posledni hodnota Mg = 0 pak odpovida S = 0. Tato
konfigurace odpovida singletnimu stavu.

Obrazek 12.4: Mozné orientace spinu dvou elektronii
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Mizeme ted secist celkovy orbitalni moment L a celkovy spinovy moment S do celko-
vého momentu J = L+ S. Pravidlo pro s¢itani bude stejné, pro kvantové ¢islo J definujici
velikost celkového momentu hybnosti bude platit

J=|L-8|,....L+8 (12.11)

Stav atomu potom zapisujeme pomoci tzv. atomového termu (viz obrazek 12.5). Mu-
sime mit ovSem na paméti, Ze ne vSechny soucty jsou v atomech mozné (diky Pauliho
vyluCovacimu principu).

25+1 LJ

Obrazek 12.5: Symbol pouzivany pro vyjadieni elektronového stavu mnohoelektrono-
vého atomu, L, S a J jsou kvantovd ¢isla popsand v textu. Podobné jako u kvant. ¢isla
l pouzZivame pro hodnotu L pismena — S, P, D. ..

Priklad 12.1

Zadani: Pii plamenovych zkouskdch je nejsnadnéjsi poznat piitomnost sodiku diky
vyzafovani intenzivniho zlutého svétla. Toto svétlo odpovidd pfechodu neparového
elektronu z 3p orbitalu sodiku do orbitalu 3s. Uz v 19. stolet{ se zjistilo, ze jde o dvé velmi
blizko lezici ¢ary, jedna u 589,0 nm a druha u 589,6 nm (viz obrazek). Jakym atomovym
termim odpovidaji dva excitované stavy odpovédné za sodikovy dublet?

3p

0,597 nm
589,6 nm o
589,0 nm II.

3s

Reseni: Sodik s neparovym elektronem v 3p orbitalu se miiZe nachézet ve dvou stavech
lisicich se kvantovym ¢&islem J. Elektronové konfiguraci, pii které je neparovy elektron
v orbitalu 3p, odpovida kvantové ¢islo L = 1 a kvantové ¢islo S = % Potom kvantové ¢islo
J nabyva hodnot J = |L — S| az L+ S, tedy J = 3 a 3.

Pijde tedy o prechody ze stavi QP% a QP% do 28y stavu, coZ je zdkladni stav atomu
sodiku. Dle Hundovych pravidel (viz dale) bude energeticky niZe stav ?P1, tj. piechod
s charakterizovany vlnovou délkou 589,6 nm odpovida deexcitaci z tohoto stavu.
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12.1.1 Hundova pravidla

Poradi jednotlivych atomovych termt dle energie je ddno tzv. Hundovymi pravidly.
Nize uvadime jejich piehled.

v

e Je-li multiplicita dvou termi stejné, pak nizsi energii ma term s vyssi hodnotou L.

e Je-li multiplicita i L dvou termt stejné, pak pro slupky méné nez z poloviny zaplnéné
mé nizsi energii stav s nizsim J.

Prvni pravidlo vychazi z vyrazu pro energii v rdmci Hartreeho—Fockovy metody. Ener-
geticky rozdil je zde nejvétsi a pravidlo ma prioritu. Na druhou stranu, v nerelativistické
kvantové mechanice by se energie stavii lisicich se pouze hodnotou celkového momentu
hybnosti J viibec neméla ligit. Rozdil energii je zptsoben tzv. spinorbitalni vazbou.
Zhruba fedeno, elektron rotujici kolem jadra generuje magnetické pole. Spin elektronu je
vii¢i tomuto poli riznym zpluisobem orientovan a tim je ovlivnéna i jeho energie. V hamil-
tonianu tak p¥ibyva c¢len

Hso = €LS (12.12)
Parametr £ mé pro lehkéd jadra jen velmi malou hodnotu. Ta vSak rychle roste a pro
tézka jadra je tfeba spinorbitalni vazbu brat v potaz. S¢itdni momentt hybnosti, jak
jsme jej predstavili vySe, muzeme uplatiovat jenom v situacich, kdy je efekt spinorbitélni
vazby maly, naopak pro velmi silnou spinorbitalni vazbu musime nejdfive vypocitat soucet
momentu hybnosti a spinového momentu pro kazdy elektron a aZ poté vypocitat celkovy
moment hybnosti. Mluvime o dvou typech vazby

e L-S vazba (Russelova—Saundersova). Zde nejdiive s¢itame orbitalni moment
hybnosti pro cely atom, zvlasté spinovy moment pro cely atom a teprve na konci
seCteme oba momenty. Uplatiiuje se v situacich, kdy je mezielektronova repulze
vyznamnéj$im efektem v porovnani se spinorbitalni vazbou.

e j-j vazba. Zde nejdfive s¢itame orbitaln{ a spinovy moment pro jednotlivé elektrony
a sCitame teprve vysledny moment hybnosti.

Ve druhém piipadé nepfedstavuji kvantova ¢isla L a S ,dobra“ kvantova cisla, tj.
neindexuji zadny ze stavi.

Priklad 12.2

Zadani: S pomoci Hundovych pravidel odvod'te atomovy term odpovidajici zakladnimu
stavu atomu uhliku.

ReSeni: Zakladni elektronovy stav méa plnou elektronovou konfiguraci
1s% 252 2p?

nebo ve zkricené podobé
[He)2s? 2p?
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Plné zaplnéné slupky pro urceni termu nemusime uvazovat, nebot nijak nepfispivaji k cel-
kovému momentu hybnosti. Zédkladni stav atomu uhliku tedy odpovida elektronové konfi-
guraci 2p2. Kvantova ¢&isla jednotlivych elektronti mohou nabyvat hodnot m; = —1,0,1 a
mg = —|—%, —%. Pro prvni elektron je tak moznych Sest kombinaci m; a mg. Druhy elektron
bude mit k dispozici o jednu kombinaci méné kviili Pauliho vylu¢ovacimu principu, tj. pét.
Celkové by bylo mozné sestavit 30 kombinaci, nicméné vime, Ze elektrony jsou nerozlisi-
telné a kombinaci tak mize byt jen polovina, tj. 15. VSechny kombinace jsou znazornéné
na nasledujicim obréazku.

M, 2-1-1-1-1290 00 0 0 1 1 1 1 2

Pii uréeni atomovych termt ted miizeme postupovat tplné stejné jako v predchozim
textu, idealné si prepiSeme obrazek do formy tabulky. V tabulce najdeme nejvyssi hodnoty
M, =2 a My = —2, coz odpovida termu D. Oba mikrostavy (tedy stavy lisici se pouze
hodnotou J) s hodnotami My, = 2 a My = —2 maji Mg = 0, coz odpovida 25+1 = 1, tedy
singletu 'D. Stavu D pak jesté piisluseji hodnoty M; = —1,0, 1, viechny maji hodnotu
Mg = 0. Celkové je v tabulce stavii 'D pét.

Dale je nejvyssi hodnotou My =1 a My, = —1, coz odpovidéa termu P. V tabulce vidime,
7e pro |Mp| = 1 miizeme najit hodnotu Mg = 1, bude se tedy jednat o triplet 3P. Tomuto
termu odpovida 9 mikrostavii. Jediny zbyvajici stav s My, = Mg = 0 odpovida singletu 'S.
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tomovym termem

iz81 energii oznacen a

Dle Hundovych pravidel bude pfitom stav s nejni
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13 Kvantova teorie molekul

Popis molekul pomoci metod kvantové teorie je ustfednim tématem kvantové chemie.
Na rozdil od atomili nejsou molekuly stfedové symetrické, coz vypocty jejich vlastnosti
komplikuje. V dtsledku nizsi soumérnosti se tak napiiklad v molekulédch pfi elektrono-
vém pohybu nezachovidva moment hybnosti. V pifipadé molekul se musime kromé pohybu
elektronii vyrovnat také s pohyby atomovych jader. Atomova jadra jsou daleko t&7Zsi nez
elektrony, takze jejich popis na kvantové tGrovni neni vzdy nezbytné nutny. Je ovSem
tfeba védét, jaka jsou omezeni klasického pohledu na atomova jadra. Diky rozdilné hmot-
nosti jader a elektronii miizeme pohyb atomovych jader a elektroni (¢asto) oddélit. To
je podstatou tzv. Bornovy—Oppenheimerovy aproximace vedouci k predstavé hyperplo-
chy potencidlni energie. Tento koncept je pro chemika zazity natolik, Ze si moZna ani
neuvédomi jeho pribliznou povahu.

13.1 Molekulovy hamiltonian

Nemeélo by nam jiz byt zatézko zapsat pro molekulu hamiltonidn. Ten musi obsahovat
vSechny silové interakce mezi jadry a elektrony. Pri zanedbéni relativistickych efektt ma
nasledujici tvar

H=Tx~+Te+VNn—+ Ve + Vee (13.1)
kde T'N je operator kinetické energie jader
. K2
TN = — A 13.2

T. operator kinetické energie elektront

. K2
T, = EZ o A (13.3)
VNN popisuje coulombovské odpuzovani mezi jadry
~ 1 ZJZJ/€2
VNN = 13.4
NN 47'[8[) JZ>:J ’RJ — RJ/’ ( )

Ve popisuje pritahovan{ mezi jadry a elektrony
~ Z J€
Ve = 13.5
e S R (13.5)
a Vee popisuje odpuzovani mezi elektrony
Vam e 200 (159
ee 4’7'[80 i ‘I‘i — I‘Z'/| )

Ve vyse uvedenych vyrazech jsou Ry a r; symboly pro polohové vektory pro jadro J a
elektron ¢, symbol Z; pak zna¢i nabojové ¢islo jadra J.
Nasim tkolem je vyftesit Schrodingerovu rovnici

Hy = Ev (13.7)
kde vlnova funkce ¢ je funkei jak soutradnic elektront, tak soufadnic atomovych jader.
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13.2 Bornova—Oppenheimerova aproximace

Presné teseni Schrodingerovy rovnice s molekulovym hamiltonidnem je zna¢né kompli-
kované. Situaci ndm ale hodné zjednodusi oddéleni pohybu elektronii a atomovych jader
v ramci Bornovy—Oppenheimerovy aproximace (BOA). Nejprve se na BOA podi-
vame stru¢né s nadhledem, poté jiz budeme matematicky rigoréznéjsi.

13.2.1 Bornova—Oppenheimerova aproximace: Prvni pohled

Yy v

I nejlehéi atomové jadro (proton) je pfiblizné 1800krat tézsi neZ elektron. Pohybuje se
proto také mnohem pomaleji nez elektron. ,Kvantovy* elektron tak v kazdé chvili vidi
v podstaté stojici ,klasickd“ atomova jadra. Pro kazdou geometrii jader miizeme proto
vyTesit elektronovou Schrodingerovu rovnici a vypocitat piisluSsnou energii, se kterou se
elektrony v molekule v dané geometrii pohybuji

I:Ieldjel = Eeld}el (138)

kde Hyg je elektronovy hamiltonian
Ha=Te+ Ve + Vee + Vx (13.9)

a Fe je elektronova energie (energie, se kterou se v molekule pohybuji elektrony, tato
energie v sobé vétsinou zahrnuje i coulombovské odpuzovani mezi atomovymi jadry). e
je pak elektronova vlnova funkce. Ta je funkci sourfadnic elektronii rj, parametricky je
ale zavisla i na soufadnicich atomovych jader. Pojmem ,parametricka zévislost“ méme
na mysli, Ze elektronova vinova funkce bude jina pro kazdou geometrii R a pro kazdou
geometrii spo¢itame také jinou elektronovou energii F.

Zavislost elektronové energie na soufadnicich atomovych jader se pro dvouatomové
molekuly nazyva kfivkou potencialni energie, pro viceatomové molekuly potom hy-
perplochou potencialni energie. Hyperplocha potencidlni energie je tstfedni pojem
teoretické chemie, ktery dava chemikovi jasnou predstavu o struktufe a reaktivité molekul.

Co lze vy¢ist z kiivek potencidlni energie?

Koncept hyperplochy potencialni energie si mizeme ukazat na konkrétnim prikladé
nejjednodussi molekuly vodiku. Nasledujici obrazek zobrazuje hyperplochy potenci-
alnich energii pro Hy a Hj . Hyperplochy (nebo v tomto pifpadé kiivky) potencidlni
energie nam iikaji, jak na sebe pusobi atomy ¢ molekuly. Kfivka 12; zobrazuje
zékladni elektronovy stav, ma minimum ve vzdalenosti 0,74 nm. Tato vzdalenost
odpovida rovnovazné geometrii molekuly Hy. Kiivka 3%} znazorije elektronové
excitovany tripletni stav a Zaddné minimum nemé. Energie tohoto stavu je tim
nizsi, ¢im jsou atomy vodiku dal od sebe. Z této kfivky vidime, Ze molekula Ho
se v tripletnim stavu rozpadéa. Na obrazku také vidime kiivky potencidlni energie
pro molekulovy ion H;r a jeho prvni excitovany stav (tentokrat je to dubletni stav)
H;‘ Prvni ionizovany stav H;‘ ma minimum pro mezijadernou vzdalenost ptiblizné
1,0 nm.

131



Na obrazku jsou také vyznaceny dilezité pfechody mezi jednotlivymi stavy. Ex-
cita¢ni energie je energie pfislusejici prechodu mezi danymi elektronovymi stavy.
Tonizacéni energie je energie, kterou musime dodat molekule, abychom z ni odstépili
elektron. Pri obou typech prechodi typicky dochéazi ke zméné geometrie excitované
nebo ionizované molekuly, definujeme proto dva typy excitacni a ioniza¢ni energie
— adiabatickou a vertikalni (v obrazku jsou ukazany jen pro ioniza¢ni energie).
Adiabaticka energie je minimalni energie, kterou musime dodat molekule, tj. od-
povida prechodu mezi nultou vibra¢ni hladinou zékladniho stavu a nultou vibracéni
hladinou excitovaného nebo ionizovaného stavu. Vertikalni energie pak v souladu
s Franckovym—Condonovym principem (o ném vice v kapitole 22) odpovida pre-
chodu mezi zékladnim stavem a vibra¢né excitovanym stavem, ktery odpovida
stejné geometrii jako zékladni stav.

~ adiabaticka
~~ . . v oy .
ioniza¢ni energie
vertikalni
ionizaéni energie 3211'
1y+
H, Zg o
disocia¢ni energie
v=20
0,5 07 1,0 2,0 3,0
R/A

Dalsi priklad topologie hyperplochy si vypujcime ze zakladniho kurzu organické che-
mie, bude nas zajimat energie spojena s rotaci methylové skupiny v ethanu. Neptjde jiz
o dvouatomovou molekulu, presto si vysta¢ime s jednorozmérnou kiivkou — bude nés totiz
zajimat jenom prufez hyperplochou potencidlni energie. Molekula ethanu obsahuje dvé
methylové skupiny, kdyZ jednu skupinu oto¢ime, méni se potencidlni energie této molekuly.
Dva limitni pf¥iklady nazyvame zakrytova a stiidava konformace. Obrazek 13.1 ukazuje
energetiku otaceni methylové skupiny, jak ji ziskdme z kvantové-chemickych vypocti.

132



E/kJ-mol™!

0° 60° 120° 180° 240° 300° 360°
dihedralni thel

Obrazek 13.1: Zdvislost potencidlni energie na otoceni methylovyjch skupin v molekule
ethanu

Posledn{ priklad nam ukaze, ze pojem hyperplocha potencialni energie je dulezity také
v chemické kinetice. Podivejme se na vznik bromovodiku podle nasledujici reakce

Hy + Br — HBr+ H (13.10)

r(H+Br)/nm

r(H+H)/nm

Obrazek 13.2: Vrstevnicovy diagram potencidlni energie pro reakci Br + HBr a mo-
del vytvoireny na 3D tiskdrne Jirim Suchanem. Cervend krivka na modelu zobrazuje
nejméné ndrocnou cestu od reaktanti k produktim. Sedlovy bod na kfivce je oznacen
jako 8. Modrd kiivka naproti tomu odpovidd ,nejpriméjsi“ cesté, bod A je sedlovy bod

Pri této reakci se prenese atom vodiku k bromu, jedna chemickd vazba zanikne a druha
vznikne. Elektronova energie systému o tfech atomech zavisi na tfech soufadnicich, coz
jiz ve dvou rozmérech neznazornime. Vybereme si proto jenom dvé soutradnice, vzdélenost
mezi dvéma atomy vodiku a vzdalenost mezi atomem vodiku a atomem bromu. Zavislost
energie na geometrii pak znazornime pomoci vrstevnicového diagramu (viz obrazek 13.2).
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Udaje ve vrstevnicovém diagramu odecitame podobné jako v mapé. Analogicky také hle-
déme nejméné néroénou cestu od reaktantﬁ k produktim, tj ﬁdolim reaktantu pfes sedlo
akéni cestu). Takovéto reakéni cesté Fikame reakcnl koordinata. Vrstevnicovy diagram
miizete porovnat s 3D modelem v pravé ¢asti obrazku.

Hyperplocha potencidlni energie je smysluplny pojem, pouze pokud je pohyb atomo-
vych jader a elektront nezavisly. Matematicky tuto nezévislost formulujeme tak, Ze cel-
kovou vInovou funkei zapiSeme jako soucin vinové funkce elektront (1)) a vlnové funkce

jader (x)

¥ = x(R)$a(r;R)| (13.11)

13.2.2 Bornova—Oppenheimerova aproximace: Odvozeni

Vyjdeme z elektronového hamiltonianu, ktery popisuje elektrony pro stojici jadra v kon-
krétni geometrii R;

I:Iel = Te + VNe + Vee + VNN (1312)
Elektronovy hamiltonian piisobi toliko na funkce soufadnic elektronii (pfi¢emz ale tento
elektronovy hamiltonian je rizny pro rizné soufadnice jader R;). VyfFesme nejdiive pro
kazdou z moznych geometrii elektronovou Schrodingerovu rovnici

Hap® = ED ) (13.13)

Index ¢ nam urcuje elektronovy stav. Znovu pripomenme, Ze feSenim je vlnova funkce
soufadnic elektronti parametricky zavisla na soutadnicich jader

v = ¢ (5 R) (13.14)

Pod pojmem , parametricka zavislost mame na mysli, ze vlnova funkce je rizna pro ruzné
souradnice jader, pri¢emz ale ¢tverec vlnové funkce nema vyznam hustoty pravdépodob-
nosti nalezeni jader v urc¢ité geometrii R;.

Sada vlastnich funkci elektronového hamiltonianu vytvari aplny soubor funkci a mu-
zeme tedy kazdou funkci soutfadnic elektront rozvinout do baze vlastnich funkci elektro-
nového hamiltonianu. MtZzeme to udinit i pro celkovou vlnovou funkci

le (r;R) (13.15)

kde x;(R) jsou rozvojové koeficienty, které zavisi na poloze jader. Doposud jsme se nedo-
pustili Zzddné aproximace.

Dosadime tedy vlnovou funkci ¢ (r, R) do Schrodingerovy rovnice Hy = Ev, jejiz
levou stranu si dale upravime

H = (Tn + Ha)xivy =Y (TN(Xiwfj)) + xingg?) (13.16)

)

Nyni upravime prvni ¢len pravé strany posledni rovnice. Vyklad zjednodusime tim, ze
budeme uvazovat operator kinetické energie pouze v jednom rozméru, tj.

A n? a2
N Condm
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Nasledné se zaméiime na plisobeni operatoru kinetické energie jader

Od | pdadey Ay
o drz T 4R dRr TV dR?

L) ﬁ2
Tnxivy = e (13.17)
Na tomto misté se dopustime aproximace — zanedbédme posledni dva ¢leny z rovnice
(13.17), tedy polozime

. , yd?
O e
Toto zanedbéni je podstata Bornovy—Oppenheimerovy aproximace. Vidime, Ze obecné
bude platit tim lépe, ¢im méné se bude elektronova vinova funkce ménit s geometrii.
MiuzZete si vSimnout, Ze pro rychle se pohybujici jadra by Bornova—Oppenheimerova apro-
ximace nemusela fungovat uplné dobfe.

Vratme se jesté k rovnici (13.16). Rovnici nejprve vynasobime komplexné sdruzenou

()

elektronovou vlnovou funkef 13

(13.18)

a nasledné prointegrujeme pfes souradnice elektront r
3 (TN(XWS )+ i EDylt ) EZQ/)el xi /9% a poté/dT (13.19)
i
Schrodingerova rovnice (v jednom rozméru) nabude tvaru
3 (Tin [ oo ar il [ ) D3 [ uliar as20)
i
Vzhledem k tomu, Ze elektronové vinové funkce jsou ortonormélni, rovnice se zjednodusi

Z (TNXi(Sij + Xz‘Eg)(%j) = EZ 8ijXi (13.21)

7

nna

Kroneckerovo 4 nakonec vybere pouze ¢leny pro ¢ = j

(Tn+ ES) xs = Bx; (13.22)

Rovnice (13.22) predstavuje Schrodingerovu rovnici pro pohyb atomovych jader. Vidime,
Ze jadra se pohybuji v potencidlu daného elektronovou energii pro jednotlivé geometrie.

=

Bornova—Oppenheimerova aproximace pro ¢asové zavislou Schrodingerovu
rovnici

Analogickym postupem jako pro stacionarni pripad se da odvodit Bornova—Oppen-
heimerova aproximace i pro stavy nestacionarni. Pokud néas zajima ¢asovy vyvoj
stavu, napiiklad vyvoj vlnového baliku po jeho vytvofeni v excitovaném stavu,
potfebujeme najit ¢asové zéavislou vinovou funkei ¥ (r, R, t), ktera spliiuje rovnici

ihallf (r,R,1)

= (TN + ﬁel> U (r,R, 1) (13.23)
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V ramci BOA opét rozsekneme tlohu na dvé ¢asti, nejdiive vyresime stacionarni
elektronovou Schrédingerovu rovnici

Have (1;R) = Eq (R) Yol (1;R) (13.24)

a posléze TeSime nestacionarni Schréodingerovu rovnici pro pohyb atomovych jader
na vybraném j-tém elektronovém 